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PROBLEME 

DES 

TROIS CORPS. 

Par M. le Marquis DE CoNDORCET, 



Ut otnnia candide legantur , & defeâus in materia tâm diificiii non 
tàm teprehendantut , quàm novis leâorum cbnatibus inveftigentur ^ Sc 
bénigne fuppleanmr , enixè rogo. Newton, in fine P.rtfaûonis principio 
, appojit*' 
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A PARIS, 

DE L'IMPRIMERIE DE DIDOT. 



M. D C C. L X V I I. 
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EXTRAIT 
Des Regîjires de t Académie Royale des Sciences. 



M. 



Da 10 Décembre it66* 



LEssiBURS d'Alembert & Bézout , qui avoient crc nommés 
pour examiner trois Mémoires fur différents objets de Méchanique 
& de Calcul , ayant pour titre eénéral : Du Problême des trots 
Corps j l'Académie les a jugés dignes de fon Approbation. Les 
Méthodes propofées par l'Auteur dans ce nouvel Ouvrage , ne 
peuvent que confirmer l'opinion avantageufe que le premier a 
donné des connoi(Iànces & des talens de TAuteur. Fait à Paris , 
le lo Décembre 1 766. 

GRANDJEAN DE FOU CH Y, •î^cr^r^ir^ 
Perpétuel de l* Académie Royale des Sciences. 

APPROBATION. 

J 'a I lu par ordre de Monfeigneur le Vice-Chancelîer , un Ou- 
vrage intitulé Problême des trois Corps , par M. le Marquis de 
CoNDORCET , & il m*a paru que limprefEon n'en pouvoir être que 
très avantageufe de très agréable aux Géomètres > par les nou- 
vcUes ôc excellentes vues qu'il contient , ainfi que par la fagacité 
avec laquelle l'Auteur y traite les matières les plus épineules de 
TAnalyfe & de la Méchanique. A Paris , le 1 8 iMovembre i7<>(>. 

MONTUCLA. 

PRIVILEGE DU ROI. 

Xn^ O U I s , par la gmce de Dieu , Roi de France 8c de Navarre s A nos amés Se 
fïaux Conreillers/lei Gens tenant nos Coors de Parletncnt , Maîtres des Requêtes 
ordinaires de notre Hôtel , Grand-Confeil , Prévôt de Paris, Baillifï, Sénéchaux, 
làirs LieutenansCivifi, & aixres nos 7u(liciers qu'il appartiendra , SAibt. Nos 
bien améS'LBs Membrésos-i'Academii Royale dis Sciences de notre bonne 
ville de Pans,noas ont fait expofcr qu'ils aaroient befoin de nos Lettres de Priyjlcgc; 
poup l'impreffion de leurs Ouvrages : A cts causes , voulant favorablement trai* 
ter les Ekpofans , Nous kui^ avons permis & permettons par ces Préfentes de hirc 
imprimer par tel Imprimeur qu'ils voudront choifir y toutes les Recherches ou Ob- 
feivacions jouroalieres, où Rclatioas aimaeiles de tout ce qui aura été £iit dans' 



Digitized by 



Google 



les AflTemblëcs de ladite Académie Royale des Sciences » les Oayr^6$» Mémoires 
ou Traités de chacan des Particuliers qui la compofenc » 8c géaéralement tout ce 
que ladite Académie voudra faire paroicre , après avoir fait examiner lefdits Oa« 
vragcs , & jujjé qu'ils font dignes de l*impreffioa , en tels volumes , forme , marge , 
caradcrcs , conjointement ou féparcmcnt, & autant de fois que bon leur femblc- 
ra , & de les faire vendre & débiter par tout notre Royaume , pendant le tems de 
vingt années conféciuives , à compter du jour de la date des Préfentes ; fans tou- 
tefois qu'à loccafîon des Ouvragés ci deflus fpecifiés , il en puiffe être imprimé 
d'autres qui ne foient pas de ladite Académie : Faifons défenles à toutes fortes de 
perfonnes, de quelque qualité & condition Qu*clles foient , d*en introduire d'ira- 
prcfTlon étrangère dans aucun lieu de notre obétâ'abce; comme auffi à tous Libraires 
& Imprimeurs d'imprimer ou faire imprimer , vendre , faire vendre, 8c débiter 
lefdits Ouvrnges , en tout ou en partie , Se d*en faire aucunes traduâions ou ex- 
traits, fous^aelque prétexte que ce puiflc être , fans la permiflion expreifcSc par 
écrit defdics Éxpofans , ou de ceux qui auront droit d'eux , à peine de confifcatioa 
des Exemplaires contrefaits , de trois mille livres d'amende contre chacun des coq- 
trevenans , dont un tiers à Nous , un tiers à THôtcl-Dieu de Paris , 8c l'autre tiers 
a4ixdits Expofans , ou à celui qui aflra droit d'eux , 8c de tous dépens , dommages 
8c intérêts s à la charge que ces Préfentes feront enregiftrées tout au long fur le 
Regiflre de la Communauté des Libraires 8c Imprimeurs de Paris» <ia&& trois mois 
de la date dicellcs ; que TimprelTion defdits Ouvrages fera faite dans notre Royau- 
me» 8c non ailleurs, en bon papier 8c beaux caraSeres , conforpément aux Ré- 
glemens de la Librairie ; qu'avant de les czpofer en vente , lèt Manulcrits ou 
Imprimés qui auront fervi de copie à l'imprcffîoQ defdits Ouvrages feront remis' 
es mains de notre très cher 8c féal Chevalier le fieur d'Aguessiau , Chancelier de 
France , Commandeur de nos Ordres ; U qu'il en fera enfuite remis deux Exem- 
plaires dans notre Bibliothèque publique j un en celle de notre Château du Louvre ^ 
8c un en celle de notredit très cher 8c féal Chevalier le (leur d'Aguesseau, Chan« 
celier de France , le tout à peine de nullité des Préfentes : du contenu defquelles 
. vous mandons 8c enjoignons de faire iouir lefdits Expofans 8c leurs ayaat caufe 
pleinement 8c paifiblement , fans foulFrir qu'il leur foit fait aucun trouble ou em- 
pêchement. Voulons que la Copie des Préfentes , qui fera imprimée tout au long, 
au commencement ou a la (in deGdits Ouvtages , foit tenue pour duement (ignifiée. 
Si qu'aux copies coilationnées par l'un de nos amés , féaux Confeillers $c Secré- 
taires y foi foit ajoutée comme à l'Original. Commandons au premier notre Huif- 
fier ou Sergent fur ce requis , de faire pour l'exécution d'icelles , tous aAes requis' 
8c néccfTaires » fans demander autre permiffioo» 9c nonobftant Clameur de Haro^ 
Charte Normande » 8c Lettres à ce contraires : Car tel ell notre plaitir. Donnv 
à Paris le dix-neuvieme )oiu du mois.de Février , l'an de grâce mil fepr cent tin* 
quancc, fie de notre Règne le trcncç- cinquième. Par le Roieafon ConfeiU MOL. 

» 
' /ï*^i/?/^«/tfr /* Regtflrt XII de U Chambre RoyaU & SindicaU des Libraires &' 
Imprimeurs de Paris , A^«, 4|o , FoL $Q$ , conformément au Règlement de iTi-i^- 
qui fait défeafes^ art. 4, à toutes perfonnes ^ de quelque qualité & condition 
qu'elles fuient y autres que les Libraires 6» Imprimeurs , de vendre ^ débiter &- 
f^ire afficher aucuns Livres pour les vendre ^ foit qi^* Us s'en difem l^s AutêUrt^ 
ou autrement \ i la charge de fournir à lafufdite Chancre huit Exew^hires de cka^i 
^n , prefcrits f^r Urt. xoj du mime RegUmfnt. A Paris le $ Juin 17 J©- 

Signé» LE GRA$y Syndic; 
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AN ALY SE .";..-; 

D'UNE MÉTHODE GÉNÉRALE 

DE RÉSOUDRE 

LE PROBLÈME DES TROIS. CORPS, 

Leur maffe étant Jîippofée réunie en un point 
Jans étendue. 



JLje P^OBLêME des Trois Corps, fur lequel je vais 
donner ici quelques vues, eft' iin des plus célèbres que 
les Géomètres fe foient propofés dans ce ùicM. Ncvcoù 
âc émouvoir dans les. ellipfes; de Kepler^ Içs planètes 
lancées :dans \t . vuide . &; anîméîes d^uoe^ â>rce de gra>- 
vitation. Il calcula dans des paraboles* , les orbites el^ 
iiptxqaes.Sc prefque infiniment: allongées des comètes. 
JLa^Lune, Xer Sateltite de notre globe., attirée en même*- 
t(Mna pac:Ie.SpleiI Sc par.la.Terre^ fe mou voit daqs une 
courbe irréguliere' qui avoit^écbàppé à .toutes (les hypo- 
thefes hL à toutes les tables drefTées d'après les obfer- 
Y9{ionSi Les cômecçs étoient troublée^ dans leur cours 

' '^ A 
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i Du PnOBI^êMB 

par rapproche de quelques -unes dp nos planètes. Ceft 
à. ces queftions que s'arrêta Nevton ; c*eft d'après le 
réfultat du calcul , comparé à ce que donnent les ob- 
lervations , que les Dlfciples de ce grand homme doi- 
vent, ou mettre la dcraiere main àfon fyftême, ou en 
renvcrfer Pédifice hardi. 

Trois corps mus dans Pefpace d'un mouvement uni- 
forme , s^aitirenc réciproquement en raifon direcSte de 
leurs maflcs, & inverfe du quarré de leurs diftances* 
Quel en eft le mouvement? Voilà le problême général 
qu'il /aut réfoudre. 

^ La màflfe du Soleil eft énorme par rapport à celles de 
la Terre & de la' Lune : cet atlre eft à peine ébranlé 
par leur attraction fur lui; 8c on peut, dans ce cas 
particulier, n'y avoir aucun égard. X-a queftion fe réduit 
donc déjà -k trouer le mouvement d« demx corps qui 
s'attirent mutuellement, & font en même-tems attirée 
vers un poitlt fixe. 

On fait de plus quelle eft la courbe du mouvemenc 
fenfible de la Terne ; Se cecœ oohnoiflancc réduit lé 
|)roblême^* dans ce cas particulier» à trouver le moa-^ 
vement d'un, corps attiré vers un point fixe , fie encore 
par un autre corps dont le mouvement eft donné* 
, Ces problêmes ont néceflàirement deux parties, Leur 
nature ne nous permettant point d'en avoir Jes éqita-^ 
lions, fans qu'il y entre des difFérentielles; il £aat, après 
avoir trouvé ces équations, en chercher fintégraic, ou 
du moins les m'ettre fous une forme à laquelle' les mi^ 
thodes conaucs s'appliquent facîlcmcat. Je 4oxineraî poot 
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DES TKOIS Ca.R.1fS. J^ 

Tund & Tautfe parties ^ des méthodes égâilement utiles, 
pour un nombre de corps quelconque j & qui, àmefurc 
que le nombre des corps augmenteroit , exîgeroient feu- 
lement de plus longs calculs , mais ne renfermeroient' 
pas de nouvelles difficultés. ^ • 

PREMIERE PARTIE I>U PROBLÊME, 

. Trouver les équations difFérentîelIcs du mouvement 
de chacun des corps d*un fyftêmc quelconque , ^n Tup- 
pofant que chacun de ces corps foit animé de certaines 
forces. Se qu*il y ait entr>ux une attraiSbion mutuelle. 

Solution. Soient ces corps M^ M\ M^. . . que, 
Jli, M\ M^. • . en défigncnt auflî ks maflcs s & que ^ 
d'un point fixe dans ïefpace, trois coordonnées re6fean-', 
gles déterminent la courbe du mouvement de chacun 
de ces corps. Soient ces coordonnées x ^ y^ {j pour le 
corps Mi y, y, 7', pour le corps JW'i x"^ y'^j {^, pour 
le corps Af'. . . P, ^, -R, les fotces du- corps Af danr 
les dlreâibns àc x ^ y^ j; P'y, Q^ ïi\ celles de Hfî, 
F', Q\ A^y celles de M\ . . Soient les^ diftanc» entre: 
fc corps M 6c les corps M\ M\ . • f-, f^ •.,• Ips dif- 
tances entre iW' & M]. * . f^. .... enforte que 

P^ R, , . les 'fotee$ d'actt^on: oatxcM &i ^A^, M"*. • ^ 
F/i .:. i9S'(otei6^wne^ai'icwxçî'M:-ëc:M'. . ;. Soient 
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4 • Du Problème 

enfin a , u\ a". . . les vîteflès des corps M, M^ W, . ~J 

ds"^= y/dx"^ H- d;f^->r: df*: . : les efpaces parcourus 
par ces mêmes corps, & dt l'élément du ccms, que je 
fuppofe confiant. 

Je fuppofè qu'au lieu de parcourir les. efpaces ds^ diy 
«(/. . . les corps parcourent les efpaces dj, d^', di . . . 
à càùfe d'un changement quelconque dans les forces 
CIcs.dîrfefentieTles âfFeéléesde la caradéfiftiquc d étant* 
alîfolument indépendantes de celles qui font afFc£lëes dé. 
la cara^lériftique ordinaire ) ; la fommc des forces néceP 
laires 'pour opérfer ce changement dans le fyftême, fera 

l M. PTT^^^^x -h-.Qdj^ — dy ^ Xdî — V? -+-', 
JiS. P'dx' -^ dx^-\-q dy' — dy-^R*d(—d^ 4-. 
M*. P"dx"--dx''-^ Q'dy"—dy"- {-R"d{— df. . . 
^MM'FdJ-^df- . . -i- MMTdff^f' . . ;-h 

'M'M'F, dj, — df^. . . 6c par cpnféquent la Comme dci 
foutes les forces dtf fyftême .fera dany l'hypothefe , i. 

fM.Pdx-^q^dy-^Rdi^ iifj^dV-hQ'dy-i-iî'aj^ 

-4- M'.P"dx!'-\-q!d^-^ R"df^ . . ^MMPdf-i^' 
MM'Fdf* - . . -t- MM'F,àf,'' ... le %nc-d1ntégta-> 
t}OViJ' fe rapportant à la cara(5ériftîque V. Multipliant 
par dt^ élément du tems^ j^aurai la quantité d*k<fti6ff^ 
qui, • dans- l'hypotbefe, s'exercera dans le fyftême. Mais^^ 
dans les mêmiés fuppofitions, cette quantité <l'!a<flio)a eft. 
àaffi fMudàs: ri- Mt^ddd -k Jkf'Wd^V ...:9c çés. 
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» E 5 -f R O I S i C O R î S. fi 

deux «pfdfiom doivent- être ixkntiqTKTentre---eIles. 
Donc ^fMudds -t- Mu'Jds' H- JWV^.d/ • • - ~ 

M. Pd x + Qdj^ + Rdi. Jt-:M [.T'd:(-h Xlày-^R'd^. di^ 

— M'. P"d x"^ ô'Uj^"+ Bl'dC d\ •!• L— MMFdj.it 
-^ MM'Tdf\At. \ \ -— MM^'FAfr ^f ^^ -• ::r^ o*' • 

Je mets dans cette équation ^^ pour dds, (a valeui^ 

^T""^ ^î P^^ «dy, fa valeur 

ixrdiV'^d'yr:My'^-krTf/dà'^'''"--\ yj ,r r • 'îTT^ 
' ^- - d/^ - - ;vpQ"f:gq-/-> (f ^^^^ ^ 

•^^^,. ^ > ^- 4^«^tëgte par partie ^ enioïTÏ 

q[u*il me refte fous le fignêune fonâion ^qui ne foîc 
çlus.fufçcptible de rédu(3:îoa; 6c faî,^.i^: un terme 'hoi;s 
du iïgne, qui fera mil de lui -même, où k devîeîadr'a 
en vertu de fuppoGtîons convenaSres ,^ fêloa-buc Ta trar 
jedloîre fera alTujettie a palier par certams^^pomts, ou 
à d'autres fuppofitk>nsi^ i^/uno fon<3tjbh fbus'Ie fignç,^ 
qui fera aiifli égale à zéro : ce c^î me domiera 
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• DtJ PiLdftLâMS 



Md. -^ -H -M'P'^* — FM M ^ dt 



FMM'"^dt , . . d*^. 



M d, ^^ Mi^dt -^ÉMM ^ jJTr 



F,MM"^dt, , . dy. 



+ Md: ^ -f. MRdt— F MM î^ i/r -b' 



»?^-fr 



: — L "i // 



jïT j: ^ 4: M"P"'dt -r- FM M" "-^ dt -^' 






4. iïiV; ïj^' -+- M"<ïdt- F M M' ^' -afr — 
-f- JlfV. -îî^ + M'Bl'dt ^FMÂt ^^ dx'^ 






\ ' ^. 



Mais cette équation doit .^^vpîr lieu c^ÙÊlSjqoç:fq*ni;^ 
| ps ff ^j /^y^ Hf ^ J ^ Ci P^»^^ ^gql^nf jL 7Pr ^ ^^>^rn p de 
kbraboMScknSy ).'iauiuii-|>eia^tiielkmtfit-Hamf e Jes coofw 
données 8c les vîtefles, les équ ati o ns foirajttcs ,; tjtjt 
feront pour chaque corps auT nombre tifeT:r«îs* ^^^ '* '• 
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DES TR.OÎS ÇOKPS. 

FUM'^'-^di . . . =o. ' 

: :,e. M d, ^ + MXl dt + ^MM'ty^ 

TMM'^^dt * ., -■ = o. . • . . ■; 

3.. M d.-!^ -\- M R dt -^ FMM ^ at-^ 
FMM'^^dt * .* ..«Oi • ' 

' \^.M'd.'^ -H ATPVr-- jJi/Af fî:^^r.^- 
; ^.. M'd. ^ ^ ikf'iJVr - F'MM! ^dt ^ 
T.M'M'^^dt.^^ . =iib.- • ■ ' - c. • ^ 

■ 7». M"dqf -^M"JP:'it^FMJ^'^4t'^ 
F,M'M"^dt V* . =0. • .- ♦ 

F,MM"^^)if.\'' =0-; "'• •■•■•••'• 

^\M'd.^f ■^M'mdt^FMM'^^dt:^ 
FjM'M"'—jr' dt * * • s=;o. Equations qui fufBxont 
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t '^ D U P R'-d B LE M E ' 

4ïi:ns -tous les cas, pDBr-aYcûtJ€'nio.uvemcht;dç thaquti 
des corps. C. Q. F. T. 

R E M A k Q u E I. 

*^ • S*! L"y avoît cntFC ics coordonnées une ou plufieurs 
équations données , indépendances de celles du problème^ 
on fubftituera dans le tetoc qui refte fous Je fignc , la 
yalenr jd*unç ou' de plufieurs des difFérenticlIes aflFe£kées 
du fignc d, tirée de ces équations; on égalera à zéro 
le coefficient de chacune de cdles qui reftent :..& ces 
ëquafion&y-jpîntes.aux éqjuatiojiç données, 'Serviront à 
rélblidrë Je problème. 

R E M A.R Q V •£ ♦ IL 

^. P.^ji>(^î le coefficient de chacune des difFérenticlIes 
aïFcâ:èes de là caraâ:ériftique d eft nul , H cft clair qu'en ^ 
mettant dans la fonâ:ioo fotis le.ûgnCy Jx à la placç 
de àx^ Se ainfi de fuite, on aura une fonâion qui fera 
àuffi égale à zéro. Développant enfûite tous ces termes, 
puis réduifant, & fubftito^nt goi^r ^-^ fa valeur du^ 
on aui^t. V ^ '^ 

^M, P'dx'-^ Qdy'-^ R4i-\'M::^"dx"-^ q'dy'-hR'd^ 

-^MJ^Fd^-hMMTdf \-M'M"F,df,* • • =o: 

équation gui ôftli-raêmc ^ecislle ^c<ïonflèlêi»rifldpc 
4cs forces vives , & qui renferme ce principe. 

Remarque 1 1 Ï. ^^ . - 

^ ^OUTÇST les fois <jtrc le Hiouvcment pil poflïbleV' la 
, . -^ . , ^ -^: fondioa 
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DIS riR.ois CokPs. 9 

fondion égalée ci-deflùs à zéro peut être regardée 
comme incégrabici mais dans ce cas j'ai Mudu -+■ 

AT. P'dxf-^Qdy-hR'd:i'-¥-M'\P''dx"-hQ'dy'-hR''d{' • 
-+- MM'Fdf-+- MM'Pdf . . -4- AfM"FM- ' = o» 
Donc, comparant cette équation avec celle du problême, 
yAWii/MuJds^-Mududt-i-M'u'Jd^-hAfu'dt/dt 
-+- A/VVd / ■+■ M'U'd U'dt . . . = o. Donc , mettant 
pour u, i^y v!'» . leurs valeurs ^, -ji^-j;* • faurai 
fMudds ■+■ MJsdu -+- M'u'ddsf -h Mdidvl -4- 
AryVds"-l-MV/'d«". -=0; & réduifant» fd.Muds 
•4-Af«Vi'H-ArVV/..=:o, ou d.fMuds^MUdi 
H- AfVV/ . . = o. Donc fMuds -+- Afi^'^*' -4- 
M'd'd^'. . eft un minimum. Donc le principe dé la moindre 
aékipn a lieu toutes les fois que le mouvement éft poffible , 
mais ne peut être employé pour trouver les équations du 
problême, que lorfque la formule ci^defTus eft immédia- 
tement intégrable. Cela a été aufli remarqué par M. de 
la Grange. 

SECONDE PARTIE DU PROBLÊME. 

PouB. avoir les équations du premier cas du problême , 
il eft aifé de voir qu'il n'y a qu'à faire ; dans les neuf 
équations ci - dcflîis, -P, Q, iî;i';,Q',iî'; P'!,Q[',B!\ 
égaux à zetô, & JF" = ^, F.z=^ p-., JB, == Ji. Je fais 

cnfuite dans çc» équations, «= jf > ^^^-j^t **"?= "TT » 
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& elles deviennent 

x\ ddy ^ M'^-^ dt- -^ M"y-=f dt- = o, 
i*^ddx-^M'^~f dt^^M"^-^dt-==o, 
4«. ddx'^ M'-^dt-^ M"*^ dt- = o, 
)•. ddy'^uy-^ dt^ + M'y^ ^i^ = o, 
- ^^dâi^M^dt-^Af'<=lfdt^^o, 

*: ^\ddy''-M^^dt--Mr^-^dt-^o, 

9'^ ddf^ M i^' ^,' - M' <4f dt^ = o. 

Four avoir maintenant les équations des courbes que 
décrivent les corps, j'élimine ^r% & j'ai les huit équa- 
tions fuivantes: 

jw ii^ _. ddy 






t j££f rfiç 
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iix" iiy" 



r 

dix" __ iif 



M 1^ + M' 1^ My-ff ^M'ï^ 



»y 



6'. 

8«. 






*"*' _i_ ii#//*r^ m^'î^ ?[^'_ Af — 



Af'^^-"?T--+^''^-77r- M''—-^ — M 



ddx —ddxT 






Et Ton pQurroîc , au lîeti des équations 7*^. & 8*. en 
avoir d*aatrcs femblables en diy & ddy\ ddy Çc ddy*\ 
ou ^^î 8c dd:(, dd:[ kJdf. Cela pofé, il eft aifé de 
voir qu'y ayant neuf variables 6c huit équations , oa 
pourra éliminer par les méthodes connues , enforte qu*îl 
ne refte plus que des équations entre deux variables^ 
telles qu'elles doivent être pour déterminer le mouvement 
de chaque corps , & leur poildon rcfpcAîvc à chaque 
inftaon Mais, quoique la méthode que j*ai donnée dans 
mon précédent Ouvrage foit générale, cUe demande de 
fi longs calculs, même pour i« premier ordre, qu'il n'en 
faotefpérer immédiacemeni: aucun feccurs pour des équa- 
tions de l'efpece de celles-ci , qui monteront naturel- 
femcxit au vingtième orBre. Il me faut donc chercher ici 
d'aures fecours ; Ce c'cft dans ia nature du problème 
que î'cipere les trouver. 

Jeremanfue dwic , 1®. qoc fe mouvement du corps Jfif 
dok être donne par une équation en a: & en y, & par 
ooc ^oationca ^ ic ^tt :[, ou bien en y & 4^n ^; le 

Bij 
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î2 Du Problème 

mouvement du corps M par une équation en x' & y\ 
& par une équation en x' & {\ ou bien en y & {'; le 
mouvement enfin du corps M" par une équation en xf' &c 
y'^y & une équation en xf^ & f^ ou bien y & ^; & que la 
pofition refpe£kive de ces corps dans Tefpace pour chaque 
infiant fera donnée par une équation en x Se :f^j èc une 
équation cnx Se x!\ ou » fi Ton veut j par deux équations , 
foit en j^ &y, & cny 6c y\ foit en j & 7', & en j & f. 

i*^. Que, puîfque les forces qui agifîcnt fur les corps 
font femblablement compofécs des coordonnées :r,jr, |; 
x\ y, î'; x^\ y\ f; éc que la mafle d«s corps, leur 
vîteflc primitive, leur première pofition dans Tefpacc, 
toutes quantités confiantes , font les feules chofes qui 
fadènt que le mouvement d'un de ces corps ne foit pas 
celui d'un autre; ileflaifé de voirque, i°. les équations 
en X &c y, X &c li x' ôc y\ x' & i\ x" hi y" x*' &i f^ 
feront femblables, & ne différeront que par les coefficiens 
conflans; c'efl-à-dire qu'on aura dans l'équation en xf 
& y, ou en x" & y, des fondions àe xf f>i y\ ou de 
xf' & y, femblables à celles de x &c y qui entrent dans 
l'équation en ;r & ^ , & qu'il en fera de même des équa* 
tions en ^ & î, x'ôci\ x'' & f. i^ Que les équations 
qu'on auroît en y 6c y\ y &c y\ ?&{',?& ?", feront 
également femblables aux équations qu'on aura entre x 
^xfyX Se x". i^. Que les équations en ;r & y, jc & f , 
feront telles que les fondions de y qui entreront dans la 
première , feront femblables à celles de f qui entreront 
dans la féconde , &; qu'il en fera de même des équations 
en xf &y, x' &|', ou xf' & y, xf & {". 4^ JEnfin , que 
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DESTROis Corps 13 

. dans ces équations , les fondrions égalées à zéro feront 
femblablement compofées des variables x i>i y pour Té- 
quation en x & y, des variables jc & ? pour Téquation 
en jp & ; 9 & ainlî pour toutes les autres équations. 
D'où il fuit , & de ce qu'on doit tirer des équations en 
^ & J"» ^ & î , une équation en j^ & ? femblablement 
compofée de ces deux variables ^ & d'une manière fem- 
blable à celle dont Téquation en Jf & j^ eft compofée 
àic X &y; il fuit, dis- je, qu'on doit avoir une fondion 
de X égale à une fonction femblable dey, 8c ainfi pour 
les autjres équations. Tout ceci s'accorde parfairement 
avec la forme des équations que j'ai trouvées dans la 
première Partie du Problême ; car fi Ton joint aux huit 
ci-defRis, les autres équations qu'on en peut déduire, 
on verra que ics neuf variables y entrent d'une manière 
femblable. 

Je remarque ) en troifieme lieu, que fi je joins aux 
huit équations dont je viens de parler, une équation 
entre le rems & une quelconque des coordonnées, j'aurai 
toutes les équations néceflàires pour réfoudre le problême ; 
que j'aurai par conféquent une équation entre t & chacune 
des coordonnées ; que ces équations feront femblables , 
& que ces neuf équations entre t & chacune àcs coor*- 
données fuffiront auffi pour réfoudre le problême. 

Je remarque enfin , que fi au commencement du mou-- 
vement je fuppofe à chacune des coordonnées une valeur 
donnée , j'aurai la pofition primitive de chacun des corps 
dans l'efpace ; que leur direction primitive fera donnée 
pour M par les valeurs de ^ & ^^ dans cet inftant. 
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14 DuPuOBLéME 

pour M! par les valeurs de ^, & ^,, pour Af'' enfin par 

\^% valeurs de -j-„ 6c -j-,, ; que leur vîtcflc primitive fera 

donnée par les valeurs de ^, -^ , •^. D'où il fuit, 
qu*cn général il doit rcfter dix- huit confiantes arbitraires 
dans les équations finies du problême. Donc, puifque 
très équations font au nombre de neuf entre t & chacune 
'des coordonnées , & qu^clles font toutes fc Tiblables entre 
elles j chacune de ces équations en contiendra deux fem- 
blablement placéçs dans chaque équation. H fuit de -là, 
que chacune des huit équations en deux des coordonnées 
en paroîtra contenir quatre, qui fe réduiront à trois en 
changeant Téquation de forme ; que la laifTant fous la 
forme où elfe en contîetidroît quatre, la même coor- 
donnée fe trouvant dans deux équations , leurs huit ar* 
bitraires fe réduifent à fix par la nature du problème-; 
& que fix de ces équations faffifatxt pour que toutes les 
fon<Êbions (emWables de chaque variable foient déter- 
minées, toutes les arbitraires fc réduiront à dix -huit, 
comme on fait déjà qne cela doit être. Les coefHciens 
conftans déterminés feront auffi, dans chaque équation , 
compofés de fondions fcmblablcs des Af, MU ^ AT'; & 
-ces nombres conftans feront les mêmes dans chaque 
équation. 

De tout ce que ]e viens de dire , il n*eft pas difficile 
<le conclure que , de quelque manière que je combine 
«es neuf équations entre r 8c chacune des coordonnées, 
fans pourtant chaflcr t , je ne pourrai , à chaque diffé- 
reociatlon, élimine^ d^ns les équations non. flfparées^^ 
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plus d'arbitraires ou de fonélions cranfcëndances ^ que 
je n'eu pourrois éliminer dans les équations féparées; 
mais que par la combinaifon des deux équations qui ont 
lieu entre trois coordonnées^ je puis par deux difFéren- 
dations éliminer quatre fonélions tranfcendantes qui fe 
réduifent à trois , & quatre arbitraires qui fe réduifent 
âuffi à trois. Donc, puifque les équations non féparées 
dtt problême font du fécond ordre , je ne puis avoir 
entre / 6c chacune des coordonnées ^ que des équations 
féparées qui contiennent deux fondions tranfcendantes 
& deux variables ; d'où il nakra une équation algébrique 
du fécond ordre entre t de chaque coordonnée, Qt entre 
deux coordonnées quelconques oii il n'y aura point d'ar- 
bitraire. Donc il y aura d'ailleurs entre les diâPérentes 
coordonnées j des équations du troifieme ordre auflî 
algébriques & fans arbitraires ; & ce font les équations 
féparées qui répondront aux équations non féparées du 
problême. 

Maintenant je fuppofe que j'élimine non feulement r, 
mais auffi toutes les coordonnées , enforte qu'il ne me 
refte plus qu'une équation entre deux coordonnées , x 
£c y par exemple; fi j'ai éliminé enforte que, quoique 
l'aie difFérencié , |e n'aie pas introduit de nouvelles ar^ 
bitraires, j'aurai une équation qui aura pour folutioa 
incomplette une équation algébrique féparée, dq fécond 
^rdre , 8c une du troifieme : & il eft clair que cette 
opération eft toujours po^fible dans ce cas. 

Cette opération une fois exécutée, j'aurai une équation 
ftparée qui ne doit avoir pour foiUtiôn qu*une équatiob 
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différentielle algébrique du troifieme ordre ^ & une équa^- 
tion différenticllje algébrique du fécond fans arbitraires. 
Pour en tirer les folutions , je me fers des deux méthodes 
fuivantes. Prenant d'abord les équations que me donne 
le Problême VII de la Seéllon I de la première Partie 
dç mon Eflai fur le Calcul Intégral pour les équations 
de condition , &c les comparant avec Téquation que j'ai 
ici à traiter , je parviendrai* enfin à une équation da 
troifieme ordre fans arbitraires , ou à une du fécond ,• 
ou immédiatement peut-être à toutes deux, puifqu*elles 
font toutes deux contenues dans la propofée , (î on a 
foin de ne négliger aucune des équations que peut faire 
naître la comparaifon de la propofée avec fes équations 
de condition. 

La féconde méthode que je vais propofer , eft abfo^ 
lument la même que la précédente ; mais elle eft plus 
commode en quelque forte pour le cas préfent , quoi- 
qu'en elle-même elle lui foît inférieure & en généralité 
5C en ce que les équations qu'elle donne ne fe peuvent 
mettre fous une formule générale , comme celles du 
Problême Vil cité ci-deflîis* Je fuppofe que jUie entre 
deux variables dont aucune différence première n*eft 
iuppofée confiante « une ^équation différentielle d'un 
ordre fupérieur au premier; l'intégrale finie complette 
qu'elle pourra avoir ^ pourra contenir , outre des arbt-^ 
traires confiantes, une nouvelle variable quelconque^ 
dont la différence foît <:onfiaîite. Si je fuppofo que dans^ 
cette équation la première différence d'une des variables 
ipit confiante , il eft clair que l'iptégralc finie de cette. 

nouvelle 
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nouvelle équation fera la même que ci-deflîis, fi ce 
n*e(l que la noilvelle variable , donc la difFérence ëcoit, 
confiance , fera alors une des variables, de Téquacion. 

Je fuppofe maincenant que. j*aie encre deux variables, 
une équation difFérencielle bîi une des diflFjérences foie 
fuppofée confiance, & que je veuille la changer en une 
équacion où aucune des différences ne le foie ; pour cela 
je remarque que, foie x Se y les variables & Jx confiant , 
je peux 9 à caufe de rhomogénéité des difFérences , dif- 
pofcr les diflPérences de y enfortc que je n'aie que dy ^ 

"Tîf » Tir > Tx^^' ^^* ^" ^ caufe de ^;i? confiant dy y 



d. 



Ajl. ~7T 



d, -^ j d, ■ ^^ ■ '' , d. , /^^* — , &c. Donc pour avoir une 

équation où rien ne foie confiant y & donc Tincégrale foie 
la même que la propofée, fauf Texcepcion ci-de0us, je 
n'aurai qu'à {ubflituer dans la propofée les valeurs des £or« 
mules ci-defTus prifes dans l'hypochefe où coût varie , au 
lieu de leurs valeurs prifes dans l'hypothefe où une des 
diâFérences efl confiante. Cela' pofé , il efl clair qu'une 
équation entre deux variables où aucune, différence n'efl 
fuppofée confiante, 8c qui admet une folution finie corn- 
plette , doit être telle qu'en fuppofanc une différentielle 
Gonflante, puis faifant les fubflitutions indiquées çi-def^ 
fus, réquatioa'qut eh réfnltera foit identiquement la même 
que la propofëe , dans le casi où l'intégrale de la propoféo 
ne contiendroit pas de nouvelle variable arbitraire, Lorfi 
que la propofée n'admet qu'une folution finie incom<* 
pleccç, ou, ce quî 4aas ce ca« rerienç au même» une fo^ 

C 
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lation da premier ordre ;^ alors rnppofanc que , dans Ta 
propofèe & la fubiliruée , ies plus hautes différences icient 
fous une ferme Hnéatre^ flc donnant Tunicé pour coefE** 
éicnt dans l'une 8c i'autne à Tune de ces différences » je 
dois avoir les cœfficicns de Tautre différence égaux entre 
eux. Si en les égalant » fai une équation qui ne foit pas 
identique, alors fe traite cette équation comme la propo- 
fée. Si Téquation eft idemiqne ,t:omme les derniers termes 
des deux éqtiations font au(E égaux « mais dans Phypothefe 
préfente ne font pas identiques, j'aurai en les égalant une 
équation que je traiterai comme la propofôe. Continuant 
toujours ainfij je parviendrai à une équation identique 
avec la fubftituée qui lui convient ; car lorfqu'une équa-- 
tion d*un ordre fupérieur a pour intégrale une équation 
d*un ordre inférieur fans âr^bitraires , Se qui admet une 
folutioh complette , 43ett)e éqciation & fes différences ont 
été <:ombinées enrembie^â:1a propofée ne diffère de fes 
fubftltuées<|ué par-lâ; Téquacion trouvée par cette-méthode 
fera Tintég^aie incofnpltitre de la propo(ee. On aura:par 
le même moyen intégrale complette des équations dans 
les arbitraires defqoeUes entre une 'nouvelle ^variable; Se 
on l'aura irtférîfcifre d'fi&Miirt^de degrés à la propoféc , qu'il 
y aura d'arbkrdires conftaintes affèârées de cette nouvelle 
variable, Bc par-là même quelquefois du premier^ lorfquc 
la nouvelle variable affeâerâ toutes les arbitraires conA 
tantes j^hots une. En cjfftt , Pintégfale 'incomplette n'eft 
telle» que parccqtte Pintégrale eomplette de la propofée 
contient la nouvelle v^nAblc , ou l'intégrale de la fubfti* 
tuée né contient qu'une <lea variables <kr^qaatiot) ; d'oii 
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il £uk que ces deux intégrales ne peuvent Itrc les mêm^ 
iia'ca égalant à zéro les coeffici^ns; c^nfts^ns airbkt^r^; 
ou , ce qui re^îeat at) n^ême , «n a produit la fubfticuée eçi 
41vi{ant par kt difiérence Tuppcfée confiante à chaque 
différeneiation , ce qu*on n a point fait pour produire la 
propofée : d*oii les termes cQoftans que chaque différen- 
ciation rend arbitraires doivent être fuppoT^ nuls, pour 
que les deux intégrales foient les mêmes. La folution in^- 
conaplette étant orouvée » on aura aifémeat la folution 
coiiiplette 9 d'après ce que je viens de dire. £n effet , il n'y 
a qu*à chercher à produire la propofée on la fubftttuéê 
avec cette intégrale incoroplette » pour voir commeqt 
iétoieat placées les arbitraires conilhintes qu'on a fuppo- 
ijics nulles. Cette méthode s*applique à «n nombre quel- 
âconque de variahk» » en y faifaot les changecqens qu'exige 
la différence des cas » <c qui Q^auroat atiewie difficulté* 
On voit auffi qu'on aucok p« Cn dîQKA^r de (uppofer les 
/différences fupériieUrcs font UA4 focifie linéaire. Il eft ai(é 
éc voir par la nature de cette «n^lbpde» qu'elle ne doit 
point donner les folutioos iacompleifies des Qrdres plus 
jélevés que le premier , lorlque ces foliitiom n'ont point 
elles-mêmes d'intégrales. £Ue ne donner j| ci^ac » dan$ le 
^as du problème que je traite , qii« réqui^tiftii d«i troifieme 
«Nrdrc^ qui admet «ne (bloCMn cwnplfttQ. 
* On titeimi^ Icvfqu'il fera qofij^fm de t^Cotidre tç préiênc 
>rokl8me » tmpl«yer d'aboed la féconde méthode » qui 
Icondoura à l'^uavion du trQtfieroe ordre qu'çp io}% avoir 
«mtre d«iis coordonnées quelconquef. On tâoh^ra eofuite 
4e tûtcc ««ifit {MIT la pMQuf le métbôde^ l^uadoii d» fe» 

CiJ 
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cond ordre entre les mêmes coordonnées, qui cntre'"aù(E 
dans les ëiuations du problême; & on abiégera cette re- 
cherche en négligeant de traiter les équations que donns 
la premicre méthode, & que ia fcconde auroit aufli données% 
Si malgré tout ccU on n'avoir pas encore cette féconde 
équation, on la trouvcroir toujours en combiiïant diver- 
fcfnent les équations de la méthode avec cellcstdo pro- 
blême , puifque cette féconde équation y cft contenue* ^ 
Ayant une fois une équation du troi(ieme ordre entre 
deux coordonnées quelconques , on en aura aifément entre 
les autres coordonnées, puifqu*elles doivent ^rrefembla- 
blés. Il en fera de même de Téquationdu fécond ordre^ 
ôii de plus les variables ft féparerontd*clles- mêmes , doht 
chaque membre sîégfalerîi à d^^ multiplié pat un coeffi- 
cient confiant, qu'on déterminera aifément à Paide des 
équations du problême ;d*où, par les méthodes connues ^ 
on réduira facilement Téquation du fécond ordre entré 
dt Sl chacune des Variables, en une équation dupremîer. 
II pôutroit fe faire qu'au* lieu d'équation du troifiema or- 
dre, on n'en eut qu'une du fécond , & t)u'ain(i nos deux 
équations entre les coordonnées fe réduKîfient à uncleule. 
Ce cas feroit le plus fimple de tous. 

• Je pa(Iè maintenant aU, fecoiïd cas du problême ; &^ fijpu 
pofant que ce foit^e corps d^tit la ma^ eà^Af^ qui foie 
immobile & fixe, 8^ qu'il foit placé à' Torigine de^ coor- 
données, il eft clair que lés neuf équations trouvées ci^ 
"deflus , fe réduiront auxtifîxptemieresv dans Jefquelles il 
•faudra faiifé x^ jj^'y^^ égauxitTerb. :Le$ iréAexions queijc 
*vieas de faire i-appliquaixt àoe cas;CM]QmK^pffé^ 
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en le réfolvera donc de même , excepcé que les équations 
réparées feronc moins élevées U le problême moins com- 
pliqué. 

Quant au troifîemc cas , fuppofant , comme dans le 
Tecond , que iW foit le corps immobile , & AÎ' le corps 
dont le mouvement eft connu , }'aurai par Thypothefc 
y en xf 6c :jl^ en xf : je fubftitue ces valeurs dans les Cix 
équations qui me reftent, je prends des trois dernières la 
valeur de x' qu'elles me donnent, je la fubftitue dans les 
premières » & il ne me refte plus que trois équations entre 
le tems & les trois coordonnées du corps Af , qui me fuffi- 
ront pour réfoudre le problême , & auxquelles les réflexions 
que j'ai faites s'appliquent d'elles-mêmes. 

Il cft aifé de voir que tout ce que je viens de dire pour 
trois corps eft également vrai pour quatre, cinq, (îx , &c. 
& s'y applique également , de que les équations féparées 
& trouvées par la méthode, pourront être plus compli* 
quées , mais non d'un ordre plus élevé , & qu'ainfî les 
difficultés feront toujours de la même nature , quelque 
foit le nombre de ces corps. 




Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



SECOND MEMOIRE, 



ANALYSE 

Vu Problème oàU sagiroit de trouver îe Mqu^ 
vement de trois Corps défigure quelconque , dont 
les particules s' attirer oient en raifon irtverje du 
quané de leurs dijlarues. 



JVlo N B u T , dans ce Mémoire , cft de montrer par un 
exemple que le Problême que je traite ici^ & tous les au- 
très de cette efpece^ quoiqu'ils paroîflTçnt. infiniment plus 
compliqués , ne Tcnfermcnt pourtant point de difficultés 
d'un ordre fupérieur à celles du Problême des trois Corps. 

Soit îci> 1^. trois corps C^ C , C : 

2^ dm^ dm\ dnjl' des élémens quelconques de ces 

corps : 

f. X ^ y^ j ; x\ y'^.i' ; siTy y\ fi ûes ewifà(mran 
fcâaqgles qui donnent la pontion 4'qq Héléfomt 'q^ci* 
conque dm ^dm y dni* à chaque inftaat*. 

4^. Soit pour abrégerles dïftances cnirt dm^^m^ &Ldttf y 

/' =V^^1?'* 4-7^7* Hr-^^?: 
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'& la diftancc entre dm' te dnt ^ 



5^. 5 j /, 5'', les cfpaces parcourus par les points dm^ 
dm\ dm" pendant Télcment du tcms dt , que je fuppofc 
confiant. 

6^. Soit enfin u^t/^i/\\es vîtcflcs de ces mêmes points 
pendant le même tems. 

Il eft clair , i ^. que les forces de tout le corps C agidàn- 

tes fur le point dm y feront 2 -4-: le figne d'intégration 2 

ne fe rapportant qu'à la pofitîon des difFércns dm^drrl ^ 
drrl' dans les corps , & non à leur pofition inftantauée 
dans l*efpace. - - 

a^. Que par la même raifon , les forces que le corps C 
exercera fur le même élément , \zs forces que les corpy 
C^C exerceront fur dm\ les forces que les corps CicC 

exerceront fur 4 /» » feront 2 y^- , 2 -jr- , 2 yr-, 2 -jrrt 

. al» 

Les forces que les corps C &C C exercent réciproque- 
ment l'un Air l'autre Se par lefquelles ils tendent à s'ap- 
procher ^ feront par coniequent S ^^ ^"7^ > -^^^ ™^" 
nies fètfcés encre les corps C il C feront de même 
^.dm.^ -jn- > & I55 mêmes forces entre les corps CicC 

feront S ^'^' 2 -7^. 

Défignant par là.cara£ténftique d des diffîrences de 
»^y , { i v' ,y ,j( ix%y-^('; t^ s\ d'jfcc. iodépendante? 

de^ 
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de celles qui font: afFedées de la caradkériftiqae ordi- 
naire d^ Texpreflion de la quancicë d'aâ;ion dans tout le 
fyftême pendant le tems dt fera également 

fXdmudàs^dniu!dà^'^dm''d'dàific 

- - __ — ' — -^ — — — — — ^^.._^,^_^_..^^ — 

.fXdmTL~-àf^dm^^àf^dni^^àf.dt. 

Ces deux expreflîons doivent être égales à chaque inftant. 
Donc \cs égalant enfemble, & intégrant par rapport à la 
cara<îlériftique/cequi peut être intégré immédiatement» 
ce qui reftera {bus le fîgne devra être nul à chaque infiant , 
& on doit avoir entre les coordonnées des équations qui 
le rendent tel. * 

Ces opérations exécutées, j*aurai Texpreffion. 

^^dm^-^dmi^^dt-^dmi^tZ^dt . Aj 

^dm^f--^dm%^l^dt^dm'S.'^'^dt,àx 
.^JM^-dnl^é^'^dt^dni^îf't^dt. d «r 
^dnii^-dm'l.^y-^dt^dnisf-f^dt.Ay 
^dm'i^^dm'-E^i^jXdt^dvéïL'-f^dt* d?' 
H- drd'i^-dfd':^^ Ir^dt-^dm'lL^ ^V/ • id> 
^dnf^^^dm«'L^,V^dt^dm^:t^.^dt^à:f 
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& cette exprefHon devra être nulle , quelles que (oieTit 
les difFërentiellcs afïe£këcs de la caraAérîftîque d : je 
pourrois donc égaler à zéro le coefficient de chacune de 
ces différences^ ce qui me donneroit neuf équations. Mais 
il eft aifé de voir que pour réfoudre le Problême plus com- 
œodémentj il eft à propos d'avoir le mouvement d'un 
point déterminé auquel on rapporte enfiiite le mouve- 
ment de tous les autres. Nous ferons donc pour y parvenir 
les opérations fuivantes. 

Je prends d'abord dans chaque corps un point déter- 
miné dont je fuppofe que le mouvement foit rapporté à 
des coordonnées x , y , z; x', y', z^; x'\ y% z"; & que 
le mouvement d'un point quelconque de chacun de ces 
corps foît rapporté à des coordonnées PjQ^Ry^^Q^f R\ 
P^% Q\ JR"; le point déterminé pris dans chaque corps 
étant fuppofé fixe , & ces coordonnées prifes dans la même 
direâion que celles qui expriment le mouvement du point 
déterminé. 

Cette fuppofîcion me donne dx ==: dx-^ dP ^ dy 
=î^Y-+-^Q, ^7=//zH-^i?,& djir = dx -hdP; 
dy = dY + dQ, dî = dz-f-diR, da!=dy;!^dP\ 
dyz=:dY'^dQ,d:i'=dz-hdR,6cdx' = dx''hdP\ 
dy == d y' -4- d Q', d 7' — dVn- d /{' ; enfin ^ jc''^ ^x'' 
M- dP\ dy'=:dY'-hdQ\ df=z dz''-hdR\ & dx'' 

=dx''^-dP^dy'=dY''-t-dQ'^df=^z"^-di^^ 

Je fuppofe enfuite que par le point déterminé que j*aî 
pris dans chaque corps paûTent trois axes perpendiculaires 
cntr'eux & qwi aient la même direâîon que les coordon- 
nées, qu'un point quelconque tourne autour de ces trois 
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axes , & que dans le corps C il parcourre autour de Taxe 
parallèle aux x Tare dx pendant le tcms i/r,autourde l*axc 
parallèle aux y Tare dr^ & autour de 1 axe parallèle aux 2; 
lare Jz ; dans le corps C lare Jx' autour de Taxe des x'. 
Tare dr' autour de Taxe des y', Tafc </z' autour de Taxe 
des 2' ; dans le corps C" enfin Parc Jx^ autour de Taxe 
des x", Tare dr^' autour de Taxe des y''. Tare dz^' autour 
de Taxe des z'\ Les angles fonf indépendans de la pofitîoti^ 
d'un point quelconque dans le corps, & leur rapport donr 
ncra par conféqucnt le mouvement giratoire de chacua 
des corps autour de ces axes. Cette nouvelle fuppoGtipn 
me donne, en exprimant les différences de -P, QrR^^c* 
par leurs valeurs en x ^r ^z , &c. 

^Ar = ^x-H-R^r-H^Vz, d;c=:dx-+--Rdr^-Q-dz, 
dy = dr -hRdx--Fdz, dy=:dY'\- Rdx— Pdz, 
d:i:=dz—Qdx—Pdr, dî = dz — QdJK- — Pdz, 
dx'=:dk'^R'dr'^qdz', ^dx'^dx'-^'R'dr'^Q'dz'^ 
dy=jY'^Rdx'-^Fdz\ dy==dY'-f-/î'dJP'— /^dz', 
di'^dz'—Qdx'^Fdr, dî'=dz'— QMx'— P'di^, 
dx"=zdy;l'^K'dr^Qrdz!\ dx''=dx^4-iî''d j''-+-Q"dz'; 
dy"=zdx"^K'dx'-^P'dz\ dy'=dx'^K'dx!'^P'Az\ 
d('=d7!'—q;dx!'—P"dr\ df;=dz^~QMjr^-rPMj^. 

Subftltuant ces valeurs dans rëquatîon ci-delTus « Se 
réduilant en obfervaiit que le (îgne 2 n*afFe£tc en aucune 
fnçon les X, 2:, &c,, & égalant à zéro le qoefjîcientdc 
chaque diffiérence aiFeftée de la caradkériftique c}, j'aurai 
les dix-huit ëquationi iuivantes, oii Jkf, M' ^ M^ ^ défi- 
gnent les maUes des corps C» C\ C 
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1*. MJ<hi-\-:L Pdm — dr'^'h dz^-\^ZLQdm . ddz—dxdY 
-^S.Rdm . ddr-^dxdz -^^dmiL^ - '^~^'^^~^ ^<* 

1*. MddY-¥-%Pdm —ddz-^ dxdr-\-^Qdm —dx'-'^dz'- 
\¥%Kdm* ddx — drdz-\-'Xdmi^^ ^-^'^^^-'^ di^ 
r*-S«'^2-pr« j^^-^d^z=o. 

3». MddL-{- iPdm^ddr —dxdr-\-TQdm 
^ddx-^drdz -H2 /î<te — </jr'-+-</r*-t- S dm-z^ 

• — -— j — — dt-'^^dmS.-jrv -p rfr*=o. 

4«. -WV./x' -+- 2 /"i^m' — dY'^'^dz"- + 2 Q'^ot' 
. ddzl—dx'dr'-^'S.RdfH* ddr'-h dx'dz'^ ^dm'-s.^ 

. --'y-'' d^^Xdm'^'-f.^--'Y'''"'^^=o. 

5«. M'ddY' -+- S P'doi— ddz'-^dx'dr' -t- 2 ÇV»/ 

^dx^-^dz^-\-lRdm' rddx'-'dr'dz'— X ^"^^ ~- 

• ^^ ^ tff*-h X«'» 2 yT • j^^ — ^rfr*= o. 

^ddx!-\- dyd2!->r^Kdni—'dx!'-^dr"-^ S '^'«'2 -y?- 
x—x'-^R—R' dt-i-"^ dm' 2 '«' . z<-z^+Jt^-^^ ^^ _. ^ 
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:' — k''+/''— P' 



•<A» 



2 yr • j/ « — itrf*n 2-j^ • j 

= o. 

8«. M*dd^-\r 2 PVm' — dd2:'-\-dy!'dY"->r^qrdni' 
— t^JC^'-H d^r"» -+- ^R'dni'— dx!'—drdz!'— ^dnir 

fi j, Ji 



;o. 



. ^\M'ddi!'-^l.P'dnJ'—ddr — dx!'dz''-^l.Qf;dfn^ 
— dd3s!'-^d7"d^-^ 2 R'dni'^d^ë'^^dj^ — S ^«'« 

Si . J^ J' 



;o. 



1 oe. 2 iî^. <^+ 2 i'iî*^ — </<iz-»-^X^r-l- 2 Qiîi/Of 

—2JFWz'-+- iR*-dm* ddx — </r</z -hS -R*^/» 2 -^ 

• — Y^ — '^^ **" ^ '^"^ 'S.-jir • ■ -f- — ^^<»* 

— 2 Qdm. ddz — 2 PQdm — ddY — dxdz — 2 Q^dm 
— ddx -h drdz — isQRdm — dx'-'^-dT'- — '^ Qdtri 
^^ . l=-ù^^d.^-.X(^m 2 ^ . l^'tl^d^ 



1 Te. 2 jR</(» «.^^àc -H 2 PRibnr^ di'-^dt^-^ 2 Q/&^ 



. </</z — ^x</f h- 2 R^dm • </«^r -h </x^ir -^^Rdm. 
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—iPdm'dd z —2 P^dm — ddY—dxdz — 2 PQdm 
•^ddx H- dYd^ — l.PRdm — dx'-hdr'- — S PJm 

^f,i^'s^^:ziUt^^XPJmx^.'-=ï:±A^j::d^ 



iO. 



I2«. 2 Qdm . ddx H-2 PQdm . — i/r* H- dz^-^S, Q^dm 



• ddz^dxdr -h:iQRdm* ddr-^ dxdz -{-^Qdm 
S •^. ^^±^^^^ X QJm:, ^ . izul^^JizZd^: 

— 2 P<//« • ddY^ 2 P Vm — ddz-irdxdT— 2 PQ^/w 
'^dx^-^dz'-—'zPRddx — dTdz--XPdmi^ 
^ l=ï±2=^^^XPdm:,^. lSZ.-'y-^"d,^ 
= o. 

I3«. 2 lîWm' . ddY' -H 2 P'RIdni— ddzf ^dxldr* 
-4-2 Q'ilVi»' — d^^^Td^-^- 2 /IV/t/ ddx'—dY'd2! 

^XR'dm':E^. ^-^'y':<^' di*^XR'dm':^ ^ 

,>^.^--^Q^-<y^^^ '^ 

— 2 Qdm* ddz' — 2 FQdni^ ddY» — «/jf'^z/ 
— 2 Q»^/»' — ddx!-^dY'dz'-^ 2 Q'/ÎV /;/ — dx^'^-^dy'^ 



14«. 2 iîV/n' . i^x' + 2 i>'jRVw' — <^* -h dz!- 
H-2 Q'iîVm' . ddz!-,dx!dY'-^-s. Rl-dwi ' ddi-^dxldz' 
^ X iiW 2^ . x-x--^P^F^ , _^ XRdm'.:^^ 

-'-^■^;'-^d^: .', 



• , 
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^'l.Fdni* ddTl—^F^dfri—dîT—l^di—^PQ^dni 

— dd:g!-ArdY'dz'— 2 FKdni — JÏFTIP' -h X P'dni 

S—. JL dt^^Z,Fdm'-Zjr' "j di* 

= 0. ' 

1 5*. 2 Qdm'- ddx.'-^-^ FQd/n'— dT'^-hdz'*-^:^ Q^dni 
. ddz' -'dx:d7'-v-:s.qRdn''.ddY'-^ d^dz'—X (Idtd 
zf . lz::lL-pfz:î:M^^XQ:drn':,f. ±:ï::^pzr^, 

—2 Fdrri . i^y'— 2 F'dm'—ddz!-^dx!dY'—x FQdai 

— dxf^ -h dz'^— 2 FR'dm' . ddx'— dY'dz'-^ S Fdni 
2 -^ . "^-nQ-Q - V :> - XFdni^ %. . -^-'-^^+/-<^V ,> 

Si ît i\ - 

= 0.- • . ■ 

l<î^ 2 /ZVm" . ddx''-^'S.F 'R'dni'-. ddz!'^dx!'4z!'. 
H- 2 q;R'dni'—dx"'-\- dzf^-^ 2 R'^dm"ddx"—dY"dz" 

^■^. ^-^H-<?--Q> ^^,^ . 

— 2 Ç'V/n" '. ^z" — -tF'q'dtd' — ddr-'dx"dz!' 

^'s.q'-dni'—ddis!'^ drdzi'—i.q'R'dni'^d^^^^dF" 

ï7'. 2 J^V/ n^' « ddyi'->r^ F'R'dni' — 'dr-^dz!"' 
-H ZLq'R'dni', ddzf'—dx"dr-\-j.R-dm''> ddF^^lFd? 

• r f <^<*. 
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—ddxr^drdzf—l. F'R''dnf-^dx!'^-\-d7"--h'Z P"dm' 
2^. ^-^^-^'' d^^XP'dni'^É^. i=^p:^dt^ 
= o. 

i8«. S Çrdnf . iWx''-*- 2 P'Q'dnf — dP^^TàZ'- 
'-hS Ç'V/rt" . IdF^^d^^-^.^iQ'Brdni' . ddFTdFdF 
-^Ç!'dm'':zj^.^^:=^L=Ild^-^XQ'df,f^^ 

]^ — '''*• 

— 2 F'dm" ' dd^^-^F'^inP ^ dd^—ds^di' 
—2 P'Q'dnf— dFmiY^—:s. PR'dm^^ddF^Il^TF 

Je fuppofe que le point du corps dont wx cherche le 
mouvement , foit ce point fingulier qu*on nomme centre 
. de gravité ,•&. dont k propriété eft telle qa on a contî- 
n\i^tmcntfPdm=zo^f(ldm=so^fRdm^=^o dans le 
CQt^C.fFdm'==zo,jQfdm'=zo,fRdm'z:m:o pour 
le corps C. [ F'dni'^o, f(^ dni'=io^fRUfri' :=zo 
pour le corps C. Cette foppofirion produira les deux avan- 
tages de Amplifier beaucoup les équations ci defftisen tfn 
diminuam le nombre des termes , & de faire difparoître 
des neuf premières équations les difFércncfts fécondes j5c 
premières des variables^, r, z ; x!^ r', z'j JC^, jr*, z^; ac 
des «euf dcrniçres les fécondes différences dès variables 
X^T^Z'y x' , r', z'; x'', r" , V' ; ce qui lîmplifiecncorç & 
• . • ^ -. détermihe 
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dëtcrmme les neuf premières à donner le motivetnent du 
centre de gravité , comme les neuf dernières à donner le 
jmouvement giratoire des corps ; mais non pas toujours in- 
dépendamment les unes des autres. 

Dans ces équations nous avons ^ indépendamment des 
fonélions qui naiflent des forces , les formules 2 P^ dm , 
xPQ^dm^ iLPRdm, l,Q^dm, i^QRdm, xR'^dm 
qui fe rapportent au corps C, & fîx formules femblables 
pour, chacun des corps C & C' : pour intégrer ces for- 
mules , je fuppofe que la pofitioa d'un point quelconque 
dans le corps C foit donnée par trois coordonnées re<fbaQ- 
glcsp^ ç^r,cn forte que la diftance de ce point au ceqtre 

de gravité foit V>* H- y* -h r* = \/ P^ -^ Q^ + R"^^ 
& qu'au commencement du mouvement P=p, Q = ?, 
jR = rj il eft clair que fi je fais parcourir fucceflîvemeiit 
à la ligne tirée du centre de gravité au point quel-- 
conque les angles X ,Ty z y elle fe trouvera dans la même 
pofîtion^ qu'elle fe trouve dans le Problême au bout du 
•tems r. Donc les valeurs de P y QyR^ que la Géométrie 
ordinaire donne , *dans cette hypothcfe cn/,y,r&{înus 
& coHnus de XyTjZy feront les mêmes que celles que doit 
donner le Problême après le tems r. Je fubftituerai donc 
ces valeurs dans les formules précédentes ; j'intégrerai en- 
fuite par rapport aux fignes 2 , c'eft-à-dirc en ne regardant 
comme variables que les/r, ^ , r; il en fera de même pour 
chacun des autres corps ; & toutes les fois que ces corps 
feront tels que l'élément dm puîffè être exprimé par une 
formule algébrique , foit qu'ils foient homogènes , foit 
.i}tie leiu: denfité Tarie foirant une certaine loi^ on aura 
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les incëgrales par les méthodes connues pour les qua- 
dratures. Quant aux intégrales qui naiflent des forces , oa 
les aura par une double opération ^ ne regardant dans cha« 
cune comme variable que les coordonnées da corps donc 
l'élément fe trouve fans le figne. 

Toutes ces opérations exécutées , j'aurai entre les va- 
riables des équations algébriques : car puifque les angles 
^ir, r, z; x', y\ z' ; j^, y"j2^^ ne fe trouvent pas daûs 
ces équations, mais feulement leurs différences , on pedt 
les en faire aifément difparoitre , pour n^y plus laifler que 
leurs (inus ou cofînus 6c leurs différences. 

hes équations entre Içs variables feront telles qu'il n'y 
en a aucune qui ne contienne les dix-nenf variables du 
Problême ; le tems , dont la différence dt^ fe trouve daûs 
chaque équation, fera éliminé en égalant les valeurs de 
dt^ prifes de deux de ces équations. Se on parviendra 
par des diâTérentiations réitérées à des équations qui ne 
contiendront plus que deux variables 6c auront lieu entre 
deux coordonnées. Ces équations feront celles qu'on aura 
à intégrer pour réfoudre le Problême » 6c fiir lefquelles 
on peut faire les réflexions fuivantes* 

I ^. Le mouvement du centre de gravité, 8c le mouve*- 
•ment giratoire de chacun des corps , fera donné par dix^ 
liuit équations , dont neuf entre le tems & chacune des 
•neuf coordonnées du mouvement des centres de gravité, 
6c neuf entre le tems 6c les finus 6c cofinus des angles du 
mouvement giratoire. Les neuf premières feront toutes 
ibmblables entr'elles de même que les neuf dernières, 6c 
il en fera de même .des équations différentielles, qui, en 
pourroient naître. 
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t^ Le mouvcmenc fera également donné par une équa- 
tion entre t & ane variable quelconque, pius.deux équa.- 
tîons entre les coordonnées x , y , z ; deux entre les coor- 
données z',y', z';deux entre les coordonnées x'\.t'',z"; 
deux entre les fin. & cof. de X , r, z ^ deux entre les fin. 8c 
cof. de y, r', z' ; deux entre les fin. ôc coC de x!\ y", 2I' \ 
deux encre x & x' ou y ôc y' ou 2 & i', ôc X & x" oa 
y & y" ou 2 ôcz"; deux entre les fin, &cof.dcx &y xm 
de r & k' ou de z & z\ & les fin. & cof. de x 6c x'' ou 
r & r'' ou Z 8c z'' ; une enfin entre x 6c les fin. ou cof. 
de X y 6cc. Les équations que )e propofe ici fous la par* 
tîcule disjonéiive doivent être ièmblables entr elles , c*cft« 
à-dire qu'elles ne doivent différer que par les différentes 
-variables qui y entrent , 6c non par la forme. Les équations 
en X » y 6c X , é fçront femblables aux équations en x^ y^ 
^ x', 2' , 6c aux équations exxtre x\ y'' 6c x'', i!. L'équa- 
tion en X 6c y fera femblablement compofée de x 6c 
•de y ; celle en x 6c z fera femblablement compofée de 
X 6c de z. Les fondions de y dans la première feronjt 
ièmblables aux fondions de 2 dans la féconde , 6c on aura 
une autre équation auffi fèmblable entre y 6c z ; d'où il 
eft aifé de conclure qu'on doit avoir une fonction de x 
égale à une fèmblable fonâion de y , 6c la même fonâioa 
dé X égale à une fondion fèmblable de 2. II en fera de 
même des équations entre x' 6c y', x' 6c z'; 6c x^'ôc y'', 
x^ 6c 2''; 6c dans tQptes les équations femblables entre 
elles Jes coefficiens feront toujours pour le mouvement 
de chaque corps des fonélions femblables de quantités 
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dépendances des corps C^ C ^ C On doit dire des fîx 
équations entre fin. &: cof. de x & r» fin. & cof. de x & z, 
fin. & cof. de y & f', fin. & cof. de x^ & z', fin. & cof. de 
x!^ & i^,fin. & cof. de Jc" & z"^ la même chofc que des fîx 
équations précédentes. Les équations entre x & x', x & x" 
feront femblables , compofées de fondions femblables de 
chacune des variables , & les coefficienS aufli compofés de 
fondions (emblables dépendantes de C & de C^ , ou de C 
& de C\ Il en fera de même des équations entre fin. £c 
cof. de X & de x', & fin, & cof de x & de x". 

3^. Les quantités confiantes à déterminer dans le Pro- 
blême , qui , ne fe pouvant trouver dans les équations dif* 
férentielles ^ font les mêmes par conféquent que celles que 
les difTérentiations ont pu éliminer , 8c les mêmes par con- 
féquent que les arbitraires des équations intégrales » font 
les valeurs des neuf coordonnées du mouvement des cen- 
tres de gravité, au commencement -du mou\nBment , les 
valeurs correfpondantcs des neuf fin. & cof du mouve- 
ment giratoire Jcs vîtefles de chacun des centres de gra^ 
viré ) & leurs direâions, dans ce moment, pour lefquelles 

\\ fuffit d>oir les violeurs de -^ , 4r • ^ ' ^ ' 4r» 4r î 

-jj- y -jj- 9 -^ i les vueflès enfin du mpuvement giratoire 

& leurs dire£^ions données par de femblables formules. 
hts arbitraires feront en tout au nombre de trente-fix ; 
dix-huit fe rapporteront au mouveqpÉent du centre de gra- 
vité » fe trouveront femblablemcnt placées dans les neuf 
équations femblables entre / fie chacun^ des coordon- 
nées qui donnent ce mouvement , la première dififérea* 
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tiation âura fait difparoîcre le» neuf premières » & la fé- 
conde les neuf dernières. Les dix-huit autres fe rappor- 
teront au mouvement giratoire , Se feront produites & dif- 
tribuées d'une manière femblable. 

De tout cela & de ce que les équations trouvées ne 
font que du fécond ordre, il eft aîfé de voir que chaque 
équation féparée entre t & une des Coordonnées quel- 
conque ne peut contenir plus de fonélions tranfcendan- 
tes de cette coordonnée ( quoiqu'elle en puiflè contenir 
moins ) que n*en peuvent fairç évanouir deux diffêrentia^ 
tions fucceflives » 8c ne peut avoir non plus que deux arbi-* 
traites. Les équations entre les coordonnées n'en pourront 
contehii: que quatre^ réductibles à trois par elles-mêmes. 
L'élimination étant faite , fi on obferve de faire entrer 
dans chaque opération les équations du Problême » & non 
pas feulement leurs différences , il fera toujours poffible 
de parvenir à une équation qui aura pour intégrale une 
équation Algébrique du troifieme orcke fans arbitraires-, 
ou même une du (ècond. Donc les difficultés de ce.Pro^ 
blême feront du même ordre que celics^ du Problême pré- 
cédent , & on pourra y faire les mêmes remarques. 

R £ M A R Q U £: L . : ) 

La méthode fera k mênie potfr un nombre de corps 
quelconque, &: le Problême fans être d'un autre ordre, 
fera feulement plus compliqué. On peut dire la même 
cho(e de tout Problême où l'on cherchera le mouvement 
d'un fyilême de corps quelconque oii tout fera mutuel Se 
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donc les équatiotls diffër«tiéUes ne feront que du fécond 
ordre. 

Si j'ai entre un nombre n de variables un nombre « — i 
d'équations diâ^érentieiles , le nombre des fondions tranf- 
.ccndantes & des arbitraires fera en tout la fomme des 
cxpofans de l'ordre de toutes ces équations ; les fondions 
ëunt prifès comme je l'explique dans la 11^ Sedlion de la 
première Partie du Calcul Intégral Quant à la manière 
dont elles feront diftribuées dans les équations féparées » 
on la trouvera â pofteriori par la méthode expliquée dans 
le Mémoire précédent , lorfque la nature du Problème ne 
Ja donnera pas à priori. 

RemarqueIII. 

Les neuf premières équations donneront feules indé- 
liendamment à^s autres k mouvement à^ centres de gra*- 
vité, lorfque les fondions qui s'y trouvent contenir les 
finqs & cofînus du mouvement giratoire feront nulles , ou 
que les égalant à une fonâion dépendante feulement de 
la figure des corps 8c indépendante du mouvement du 
centre de gravité , oti âum une équation qui convienne 
avec celles du Problème. Les neuf dernières dans àes fup- 
^ofîtions femblabifes, donneront auffi le mouvement gira- 
toire hidépendamment des ntuff preiàieres. 
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Remarque IV. 

Si les intégrations que je fuppofe être faîtes par rapport 
aux fignes S y introduifoient dans les propofées des fonc- 
tions tranfcendantes , les réflexions ci - deflus auroient 
également lieu , puifque ces tranfcendantes feroient coi> 
nues. Si au lieu de fuppofer ces intégrations 5 on fait éva«- 
nouîr les fignes 2 par des difFérentiations qui n'afFe£lent 
que Icsp^ 9 9 ^9 dm^-^dm^ on aura; des équations encore 
du même ordre, par rapport aux variables du mouvement: 
on les auroit par la même méthode , en regardant comme 
conftantes les quantités qui ne dépendent que de la figure ; 
& en intégrant enfuite , en regardant ces quantités comme 
les feules variables , on aura réfolu ce problême. La mé- 
thode eft la même pour toutes \cs équations qui contien- 
nent des variables, abfolument indépendantes les unes 
des autres. On aura auffi par-li la figure des corps, leur 
mouvement étant donné ,,com(pe on avoit eu ci*deflus le 
mouvement , la figure étant <Lohnée. 




'./»... i * V . V. ' , 
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TROISIEME MEMOIRE. 

^ — — — — - — ■ ^ — — — ■ ' — — 

METHODE 

D' A P P R O X I M'AT I O N, 

o u 
APPLICATION DES SUITES INFINIES 

A L* INTÉGRATION. 

X^A Méthode d'intégrer que je me propofe de donner 
ici , eft fondée fur les mêmes principes que celle que j*ai 
déjà donnée. Je la crois plus commode , & auffi géné- 
rale dans la pratique , quoi qu'elle le foit infiniment moins 
à regarder les chofes d'une manière abftraîte. 

Si fai entre x &c y une équation algébrique délivrée 
de dénominateurs & de radicaux , j'aurai y égale à une 
fondlion àcx y que je trouverai en réfolvant l'équation 
ordonnée par rapport à j^ ; j'aurai donc autant de va- 
leurs de y en jc , que cette équation a de racines. Ces va- 
leurs feront liées entr'elles , comme le font les racines des 
équations algébriques à une feule variable. Ces dernières 
racines (e pourront toujours trouver en général , quel- 
que foit le degré de l'équation ^ à l'aide des réflexions fui- 
yantes. i®. Elles feront compofées de nombres & de fonc^ 
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tîons entières , dépendantes des coefBcîcns des puîflàncc* 
dey. z^. Ces fondions entières ne pourront erre affe£tées 
d'un figne radical plus élevé que Texpofant du degré 
deiapropofée : ces fondrions ain(i afFeÂées , ne pourront 
être qu*eo nombre inférieur à tt même expofant. 3''. Ces 
mêmes fon(f};ions entreront dans chaque racine & feront 
liées entr'elles , en Gsy te qu'elles foîent les racines d'une 
équation d^un ordre inférieur, dontTexpofant foit égal à 
leur nombre. 4°. Les coefficîens en nombres qu'elles pour- 
roient avoir pris dans une même racine y dépendront auilî 
d'une équation de ce même ordre inféricur^pris dans les dif- 
férentes racines de la propofée : ils feront aafli les différentes 
racines d'une équation d'un ordre inférieur d'une unité à ce* 
lui delà propofée. 5^. Multipliant toutes ces racines les unes 
par les autres pour produire la propofëe^ilfaut que les coef- 
lîciens numériques de chaque radical qui refiera dans le 
coefficient de chaque puifTance, foient égaux à zéro ; & 
que les fondlions fans radicaux qui refteront dans les coef« 
ficiens de chacune de ces mêmes puiflances , foient égales 
au coefficient de cette puiflance dans la propofée , ce 
qui donnera des équations pour les déterminer: cescocf- 
ficiens feront du nombre inférieur d'une unité à l'expofant 
du degré de la propofée; & mettant dans. chaque racine 
un terme rationel égal au coefficient du fécond terme di- 
vifé par l'expofant , on aura l'équation cherchée pour ce 
fccond terme : ainfî les fonélîons afFeftées de radicaux^ 
devront contenir un nombre de fonctions rationelles moin- 
dre de deux unités , & confcquemmcnt égal à celui 
que contient la ncine d'un degré inférieur d'une unité»^ 
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6\ Enfin il fera permis de fuppofer que le produit de 
toutes ces racines qui fc trouvent fous un (îgne radical 8c 
qui eft néceflairement rationel , foit une puiflance parfaite 
de même degré que Texpofant du radical. Il fuit de tout 
cela ^ qu'il fera facile de trouver immëdiatement , pour 
un degré quelconque , un nombre fini de formes , entre Icf* 
quels on trouvera celle que doivent avoir les racines de 
TEquation propofée, en cherchant à ia produire par la mul- 
tiplication de ces racines. On trouveroit » par exemple ^ 
que x^-^ax^ -^bx-^c^zo^ doit être le produit des^ 

racines x +p ^m y/ q -H \/ r -+• /ï y q — \/ r 
X 4-/1 -^-Ttl^q^ ^T-^fi^q — V^ 

& les racines d'une équatron Jc^ + à:fi -h Bx^ -+- ex 
-+-y=o, fe trouveront devoir être de la forme x-h/i 

^y/ A^X^'\'B''XX^CXX''^iy'X^^kJ[XX''\^FX\ 

p étant une quantité entière 6c racionelle , égale à, \a^ 
Xy X\ X' étant les trois racines d'une équation du troi- 
fieme degré , 8c les autres caractères étant des nombres. 
Le Problême général de réfoudre une Equation donnée, 
(èra^réfolu généralement par cette Méthode , & n'aura plus 
d'autres difficulté$,que celles d*un calcul toujours de plus en 
pks compliqué ; Calcul auquel je ne m'arrêterai point > 

*F ij 
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a'àdtànt '^è Vi#rch<!ts que M. Bézôïïî a abniàë fur cette 
rnalcrèfe, ûhê Kîiétbodc qaî lai cA'pr6prc, lAaîs 'doint jé 
n'ai point èû connoiflànce Jufcju'î'ci. Il cft àifé de voir qâè 
ce quc^e vichS de dire d'trrtc Equation algébrique, à uhè 
où à deux ^âtîàfcîéjs , cft è'^'alénient mi Quelque foït le 
libtnbi'è dé Variables , fe eft réciprdqûè pour chacune. 
Maïs il ii*èÀ éft'pas de même des Equatïotis noù algélnrii 
"ques , & fcVft ce 'qtt«îl fa^ic ^àe f ek'ariiine ici. 

Jefùp^2)'rcqàejaîe,jjralt''e'xeftîpïe, l.*-t-w-4-'i^ttao-, 
Y^ lécànt iitî rfbraBre iirtfcf dârns 'cet eieîftple , il cft clair 
qu'il faut que x_ A)it un .nonïbre » que 1. x en foit aufli un , 
& que le îogarithWe de ce nombre , plus le nombre lui- 
même , foit égal à è , ce quiaÔujettit 'le non^bre entier i à 
certaines conditions. Je fuppofe pareillement que j'aie 
l'Equation Ifitégrate, 

iVétant tme arbitraire-, il eftchir que je n'aurai la valeur 

dey en iff , qiic fi y == -j ;ce qui réduit laTorînèpîropoféc 

^ i* -¥:'By -i-.cp^- iV'ssô, oubich iî î==ot>uî*=o ; 

& que fi d^ns ce dernier cas , je veux avoir auffi la valeur 

■ <Siéx chy , il feût 6Ù qiic' rfi=. ô & y=ro ,'6u a'=i: o HlB =^. 

'tés exemples 'ftiÔîfent pôiir faille voir èbinmçfït datas des 

'léquâtTôns pluîs eoÀijiîiqttifcs , fl 'faut i*y prendFc pour "dif- 

tlnguèrics éàs dix l'on'petir'aVoîryefnîc'bttix ëhy,'Ou i^% 

'âéuxila fois. ïiès îiiêiiies'pritrcipès irpîi.rchdrd«t % dif. 

'tmg;îîér de'Mriieies cis bb l'6n f)eiit'âvbit lineïbnéb'èta 

^2e>v%lc'à'ttàcïoridibnafcV,^Vappfî^àât«6t'<^ft^ 
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ment aux équations qui contiendroîenc un plus grand 
nombre de variables. 

Si on vouloir trouver ces mêmes conditions pour une 
équation difFérentielle , dont l'intégrale eft inconnue , oa 
fuppoferoit , par exemple, que ^eft la difFérentielle exac- 
te d'une fonÂion de x^ plus une fbn£tion de^ d*un ordre 
quelconque. Une méthode femblable à celle du Problê- 
me fécond , Ca/. intégral ^ pag. 8 , donneroit les équa- 
tions de condition dans cette fuppofition ; Sc elles ne dif- 
féreroient de celles de ce Problême , qu*en ce qu'au lieu 
des différences entières ^, on auroit des différences par- 
tielles , répondant à :c & à fes différences , ou à j^ & à fes 
différences. Par la méthode cnfuitc du Problème cinq ^ 
pag. 2 2 , on trouvera une formule qui, étant débarraflee 
du coefficient général , qui doit rendre la propofée une 
différentielle complette , & des différentielles de x ou de 
jr , fupérieures à celle que contient ^= o , & cela à l'aide 
des différences partielles répondant à :» ou j^ , fera ou nulle 
par elle-même , pu aura lieu en même tems que f^== o , 
lorfque f^=o pourra avoir une intégrale de cette forme. 
Il en fera de ntême pour un nombre de variables quelcon-» 
que , Se pour tout autre fuppofition femblable. 

Ces recherches auront une très grande utilité, en ce 
que dans la pratique , les équations , où ces indéterminées 
peuvent être {éparées,font prefqae les feules dont on puifle 
fe fervir ; 8c en ce que^connoiflant dans les formules d'in- 
tégrales , celles où cette féparation a ou n*a pas lieu , & 1er 
connoiflànt auflî pour chaque difiTérentieile propofëe, oa 
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ne comparera à chaque équation difFércntiellc , que les iii^ 

tégrales de la claflè de celles qu*on saura par-là lui con* 

venir. 

Maintenant j fi jVi entre x icy une équation différent 
tielle d'un ordre quelconque , en forte que j*aiejr égale à 
une fonâion de x , il eft aifé de voir , i^« que cette fonc- 
tion de X ne pourra contenir qu'un nombre égal à r^expo** 
fànt de Tordre de Téquation diiFérentielle de fondions 
Cranfcendantes de x , qui ne pourront entrer dans la com« 
pofîtion les unes des autres , comme on le peut voir dans 
le Calcul intégral ,page 37 Se fui vantes ,& que j*appellerai 
de mêmer, 5, r, &c. 1^. Que dans cette fonction les 
arbitraires , que la difFérentiation devra faire difparoicrc 
pour avoir la propofée , feront difpofées félon les diffé- 
rentes formes que peuvent avoîrr, s^t^ &c., comme on 
l'explique au même endroit. 3*', Que défîgnant par n, 
Texpofant de Tordre de la propofée ^ faifant difparoitre les 
dénominateurs & les radicaux , la fonâion tranfcendan^ 
te la plus compofée ne pourra contenir de radicaux plus 
élevés que Texpofant de la puidànce de d!^y i & que quant 
aux autres fondions tranfcendantes , mettant dans Té« 
quation propofée x-t-^ à la place à^ x ^ g étant une 
confiante indéterminée , afin qu'on puifle fuppofer tou- 
jours y = a -H ^ Af -f- cx^ -+- dx^ , &c. , fubftituant, puis 
comparant terme à terme , il eft clair que le nombre & le 
degré de ces radicaux j comme de ceux de la fondlion al-* 
gébrique de x qui entre dans la valeur dey , feront affîi jet- 
lîs à ne point donner plus de valeurs de y 1 qu on n'ea 
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trouve dans la comparaifon ci defTus pour chaque terme 
de la fuite. Dans le Problême des quadratures ou ceux qui 
s*y rëduifent , c eft-à-dire , où ^ ne fe trouve point dans 
Téquation du premier ordre y, ni dy dans celle du fé- 
cond ^ &c , ces radicaux étant donnés , & l'intégrale n'en 
pouvant contenir d*autres ^ on a immédiatement la forme 
dont^ eft fufceptîble ; & il eft clair que la valeur de l'or- 
donnée en Tabciflè dépcndante.d'une équation d'un degré 
quelconque , on aura , (î la courbe eft exactement quarra- 
ble , une équation du même degré entre Taire 6c la même 
abcide. 

On voit que tout ce que je viens de iire eft applicable ; 
mutatiSy mutandis j au cas où l'on a Amplement une fonc- 
tion de^ égale à une fonction de x^ 

Tout ceci pofé & la forme de la fuite déterminée en 
général , il n'y aura plus qu'à la fubftituer dans la propo- 
fée , & en déterminer enfuite les coefficiens j mais avant 
de faire cette fubftitutîon , il faudroit avoir la forme gêné* 
raie des fuites dont la fomme eft algébrique. Sans cela , U 
fuite a-^rBx-^cx^-^ dx^ .... donnant en général la va- 
leur àey, on n auroit, en fubftituant , des fuites plus com^ 
pliquées , que des valeurs indéterminées pour les coeffi^ 
ciens. Je tirerai la méthode que je vais donner ici , pour 
avoir cette forme , d'un Mémoire que j'ai eu l'honneur de 
préfenter à l'Académie des Sciences, au mois d'0£lobre 
1761. On Ty propofoit comme générale pour les quadra- 
tures , rcftificatîons abfolucs ^ & même pour l'intégrai 
tion , toutes les fois qu'une vapable étq^'t fopâiQA algék 
brique d'une autre. 
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Je fuppofe que j'aie entre les variables, x$cy l'équation 
algébrique du degré m, 

jiym 
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->t-U3^ = 



■SoIt,y = a -4- ^Jf -+- CJc* -h </jsJ -h cjc* • • -J- («) Jt« -4- {n-\- 1 )^«+i..^ 
une des racines de cette équation fous la forme d'une fuite 
infinie , où je défigne pour plus de commodité le coeffi- 
cient d'un terme ^c" par (/i). Il eft clair que fubftituant 
cette valeur de j^ dans l'équation , je dois avoir égal à zéro 
le coefficient de chaque puiflànce dejc. Appellant donc 
en général {n )^'"^ le coefficient de jfdans la fuite élevée 
à la puiflànce m , j'aurai en général l'équation 

A ( n )^'"^ 



A'in)^' 



'-^A{n)' 
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On saie de plus que (■«) ^ 



+ /».OT— I . tf ^i/ -l-OT-m— I .TO— i-tf*" /^cH -e-: ^ — -^ ^^'(n— 3) 



I . m— i V— J . 



m • w— I • m — 1 • m — i m — 4 r. , ^' 'w — i * '" — ^ • "» — î * 'w— 4 ^"*^^ ^* f /? — 4) 
rt- X • 1 I • X - j • 4 



Valeur générale , de laquelle on a facilement les valeurs 

(/n — i) m — I 

de [n) • • • de(n — i) 

Je fubfticue ces valeurs dans récjuadon précédente., & 
elle devient 

Am • tf**"* • (/î) -f- ^* m ; /»-- I • a '^^^•(«~i3 

H- -4' .« — i..a"^* J ^'•/n— ;i*;w--2.^'"~5^ 
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\ m* m — I • a*"' • c •(/ï— i) 

V X • X 



B'. 



m 



.m—i^a^^B 






^— — 3 • /w— 4 * ^ 



W 4 « W y JB g ,^ 

I • X 

1^. JS"'./» — 3./W — 4.a'^^3 



=o; 



Tirant de cette équation indéfinie la valeur de a^ j*aa- 
raik fQi:ine du terme général d'une fuite égale à la racine 
d'une équation algébrique , le nombre des termes donc 
dépendra ce terme général mis fous cette forme , étant le 

nombre entier plus petit que n — ■^. Toutes les fois qu^il 
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faudra pour une valeur particulière de n ^ ajouter une quan- 
tité confiante à la valeur générale pour avoir le cocfHcienc 
de X y\[ eft clair que cela indiquera un terme dans la fuite 
indéfinie que je place à la fin de mon équation algébrique , 
dont Texpofant foit cette valeur particulière de n^ 6c le 
coefficient , la confiante multipKée par 

Cette méthode peut-être utile pour fommer imœédia-- 
tement une fuite donnée , dont le terme général foit fpus 
une forme fufceptible d*être comparée à celle que je viens 
de trouver. £n voici quelques exemples. 

Exemple I. 

Soitlafuîtei-4-r:ir-4-T^ — jX^^ix^ — fr^^db» • • 
la loi de la fuite étant telle que 

f^x ; , — i'T+i(g^i) + x'}(g~i) + t '7 (/»—?)■ ' -■ 

le nombre des termes qui entrent dans cette formule étant 

l'entier -^ > & le coefficient du dernier terme n'étant point 

multiplié par 1 , lorfque n efl un nombre pair j compa- 
rant cette forme avec la forme ci-deflùs , je vois qu'elles 
conviennent en faifant, m = i; A ^ A' y B\ =:ï. Je 

ferai donc A= — a • Aa-\-A''=. — î»-^ = mrp'+'^ 



T.Aa-^A' 



Ab^-^B'b 



• i^tf H-^'=— lienfin r= —-^^ -t-c 2-4a-+-vi'=— î 
& j'aurai Téquation ^* -4- Ajy 4-y — î ** — kx — 2=0. 
Je la réfous , & j'aiy = — -i^ ± >/| + 3* -h a*'- h 

Gij 
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fais x=:Oyic j'aîy = ±: y 1 — r. Orj^ doit par Thypo- 

thèfcêtre égale à i dans ce cas ^ donc je dois prendre le 
fîgne + pour avoir la vraie valeur de la fomme de la fuite. 

Exemple IL 

Soit la loi d*uue fuite telle queA{n) = — B {n — t) 
— C(n — 2) — D (n — 3) , & ainfî de fuite jufqu'au 
terme n — m -+-i , j'aurai Tëquation y • u4 -+- Bx'+- Cx^ 

^- Dx^ • • • • -+- A -H Bjc H- r JC* -h A ^' • • = o. 
Le cas de la formule générale donne toute la théorie des 
fuites récurrentes. 

Exemple II Î. 
f 5oît une. fuite telle que (n) = n-hï , j*aurai (n — 1} 
= //, (/z — 2) = /2 — I ; donc (« ) = i • ( n — i ) — (n — 1) ; 
doAç , exemple précédent , -/4= i , B=: — 1 , ^= i , 

y • I — i:xr-+-;«*-i-A-hBA:-Hr Jc'^=o. Si je veux que 
iï= I , A=i, c = 3, j'aurai j^=i -4- i:c -t- 3»^ -H 4a(rî-f- 

c=/?-h2,/? étant un nombre entier ^ j'aurai^ = ^_J^^^ 

multipliant cette nouvelle fuite 8c la valeur par x^^~^ , & 
retranchant en fuite Tune de Pautre les deux fuîtçs & les 

deux fommesj*ai en général 1-1-1:^4-3^'' • • -b-p — i^o/^^ 

r='Z2^- — ^^\ , ; d'oa Ton voit que la méthode peut 

être utilement epiployée à trouver la fomme d'un nombre 
indéfini de termes dans une fuite quelconque^ 
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Je paflè maintenant au cas plus compliqué , où il s'agi- 
roit d'avoir la forme d'une fuite , dont la fomme fcroit U 
valeur de^ , qu'on peut tirer en général d'une équation 
algébrique entre», y & ?. Voici comment il faudroit s'y 
prendre pour avoir cette forme. On fuppofera d'abord l'é- 
quation ordonnée par rapport à :c , & il faudra que chaque 
fuite en ^ , multipliant chaque puiflance de x , foit algé- 
brique : on aura donc la loi de cette fuite par ce qui pré- 
cède ; mais il faudra auffi que l'ordonnant par rapport 
à :[ , la fuite en a? , qui multipliera chaque puiflance de j , 
foit algébrique i donc on aura la loi de cette fuite. Mais 
les coefficiens de cette fuite font lescoefficiens des mêmes 
puiflances de ^ , pris fucceflivement dans chaque fuite 
en ^ , qui multiplie les diyerfes puiflances de x ; donc 
on aura la loi des coefficiens , & par conféquent la loi de 
la fuite , pour qu'elle donne une fonaion algébrique de 
a: & ? pour valeur dey. L'analogie indique fuffifamment 
ici ce qu'il y auroit à faire pour un plus grand nombre de 
variables. 

Pour appliquer la théorie ci déffus à l'intégration , oa 
fuppofera une fuite algébrique de tranfcendantes & de:^?, 
ces tranfcendantes étant des logarithmes exponentielles 
• ou intercendantes de fuites algébriques j & comme le dé- 
gré où monte l'équation qu'on doiç avoir eptrç chaqap 
fxûto se fa- fomme eft déterminé , mais feulement par 
. la plus hAute puiflance de la fomnlie , on fuppofera que le 
coefficient de chaque puiflance dey, en* , au lieu d'être 
déterminé eft indéfini, ou même la fomme d'une fuite 
-récurrente. La fo'riittç'.deja- fuite ét^nt àgçinée da^cettc 



Digitized by 



Google 



54 M ï T H O D H 

nouvelle fuppofîcion , forme qtfon aura aifôment par ce 
qui précède ; il ne refiera plus d*indéfini que les dénomi- 
nateurs fie les numérateurs des fommes des fuites récur<* 
fentes, &le nombre des fonâ:ions logarithmiques qui peu- 
vent être ajoutées enfemble, fans que la' propofée change 
de forme : pour les déterminer pour chaque cas particulier, 
on fuppofera d'abord qu'ils font déterminés au-deflbus de 
ce qu'ils doivent être , & on ajoutera feulement à la valeur 
de chaque coefficient , ce qu'une fuppofîtion plus élevée 
y changeroit ; on comparera enfuite, avec la propofée^ ces 
fuites ainfî préparées , & la comparaifon conduira enfin à 
un point où il n^y aura plus rien à ajouter pour avoir li 
valeur du coefficient , & tout fera déterminé. Voici un 
exemple de cette méthode qui la fera mieux comprendre. 
Soie le cas^dcs fradtions rationnelles , 

A'+B'x^Cx* hP'x""' 

& qu'il faille trouver y. Je réduis en fuite le coefficient de 
dx ; je vois alors que la valeur de y en fuite j ne peut 

4tre que 1. a -H^JC-4-ca?*-H Jx^ -f*tf'-hA';c-t-cV-H . . . 

la fuite a''+'B'x~\'(/x^ .... étant une fuite récurrente, 8c 
la fuite a --{-Bx -H c:r* . . . . la fomme d'un nombre in- 
défini de ces fuites , je compare la valeur de dy donnée 
d^ns cette hypotèfè, avec la valeur donnée par la prépo- 
*^ée ,en fuppofant que les fuites à -►- ^*-f-^ Jc* -inWxi . ^i . 
a' -V^b'x-^-cx^ .. . . foient des fuîtes récurrentes fort 
(impies ; j'ajoute à chaque terme une quantité confiante » 
ft elle ne devîénv pas^n général égaleàzeio ; je la fup- 
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j>ofe ce qu'elle doit être dans une fuppoficion ou ces fuites 
foient plus compliquées , plus une nouvelle indéterminée , 
& ainfî de fuite , jufqu à ce que cette nouvelle indétcrmi-. 
née foit nulle en général , & alors le Problême fera ré- 
folu. Au refte, cette opération ne fera pas auffi longue 
qu'on le croiroit d'abord , parceque les fuites qu'on fubfti- 
tue dans la propofée ne pouvant contenir dans leurs coef- 
fîciens plus de quantités indépendantes de la loi de la fuite 
qu'on n'en trouve dans le coefficient de dx. 

II eft aifc de voir qu'on pourra dans cette méthode dre(^ 
fer des Tables qui contiendroient par ordre toutes les 
équations intégrales qui donnenty en at, avec les équa- 
tions difFérenticUes qui y répondent & les changemens 
qui y peuvent faire de nouvelles fuppofitions pour le nom- 
bre & l'élévation des fuites récurrentes. 

Quoique cette méthode ^ traitée ainfî par les fuites infi- 
nies , dont il ne feroit pas difficile de fe paflTer , foit d'une 
grande commodité dans la pratique , & qu'elle conduife 
à une intégration abfolue ; fa plus grande utilité fera pour- 
tant de fervir aux approximations immédiatement & de la 
manière la plus commode. Toute équation difFérentielle> 
peut , par la préparation que j'ai indiquée ci-deffiis, être^ 
lorfqu'elle eft poffible , telle que y fubftituant pour y 
a-\-bx-^ cx^ '-t- dx^ • • • tous les coefficiens des puif- 
fances de x s'évanouirent ; & cette fuite étant rendue 
convergente , donnera une valeur de y , à^^yautznt plus 
traie , qu'on prendra plus de termes , avec cette difFéren** 
ce cependant ^ qae,fî on peut tirer.de l'équation propofée 
une valeur de jf çn at ea termes ^dj$^ kdifl^nceqa'U^ 
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y aura entre la valeur dey prife dans la fuite & fa vrâîc 
valeur , pourra être fuppofée plus petite qu^aucûne quan- 
tité donnée , & que la fomme de la fuite fera cette vraie 
valeur ; au lieu que dans lautre cas, on peut, à la vé- 
rité , parvenir à un terme , dans la fuite , plus petit qu*au- 
cune quantité donnée ; mais jamais on ne peut parvenir à 
la vraie valeur. C'eft à-peu-près la même chofe que fî 

l*on propofoîc d'avoir V^i — «en nombres rationcis. L*cx- 
prefljoaéc^nc développée en fuite , fi /i = | , on parvien- 
dra à la fin à la vraie v^ileur i ; mais fi « = î , quoi- 
que plus on prend de termes , plus on approche 4^ la 
^-yaleur de yi en nombres rationels , fi elle en avoir une ; 

jamais cependant on ne peut parvenir à cette valeur , pacr 
ce qu'elle n'en a point. 

. Lz€uitca'+'Bx-hcx^-\-Jx^ . .. étant fubftituée d^$ 
réquatiori différentielle en propoféc , & étant rendue con- 
vergente , donne déjà une méthode d'avoir y en x par ap- 
proximation ; mais il s'en faut beaucoup que ce foit-là 
la borne de l'utilité des méthodes précédentes. De. 
quelque manière que j^ (bit donné en x , dès qu'il eft quef- 
tion d'approximations , il eft clair que la valeur de x étanc 
donnée, on aura, par les Tables de logarithmes,finus,&c. ; 
la valeur dey qui y répond. Je prendrai donc une forme 
généralequi convienne avec l'ordre d'une équation diffé- 
rentielle propofée. Je fuppoferai d'un nonibre fini de ter- 
mes les difEèoentes'fuitcs algébriques qui entreront dans les 
valeurs de r,: 5, t\ &c, en x; x &r; x, r, s; &C..&: 
auffi la fuite algébriquequi donwey en ^ , r , 5 , r , &c. Je 

fubftituerai 
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fabftîcuerai dans la propofée ia fuite aiofi C€rmtQëe;fea 
d^rercntnerai les cocfHciens} &: ajoutant à cette valeur ^ 
MtïCï trouvée» ce qu'il faut y ajouter, pour qu'étant ré-*, 
dojte en fuite, elle donne la fuite /x-f-^^rH-c^c'^ H-^^ . . .' 
que j'ai dit ci deiïus être la valeur de y , j'aurai uoe nou^ 
Telle valeur de y : fuppofant un terme de plus dans les 
>, i , r , &c. & dans l'équation finie entrey Scx^r^Sj i.Bic. 
l'aurai encore une nouvelle valeur dey; 8c fi ces valeurs 
ibnt de la forme que doit avoir la vraie valeur de y , & que 
la fuicc a-k- éx -^ cx^ -f* idx^ • • » • foit convergente , on- 
aura par cette méthode des valeurs très approchées , en ne 
prenant qu'un petit nombre de termes dans la fuite qui 
refte dans chaque valeur. 

Quant à la manière de faire en forte que la fuite foit 
convergente y il faut remarquer que cette convergeiiice 
vient ou de ia pccite(Ge de x ou de celle des coefficicns : il 
faudra donc pour ce qui regarde x , faire en forte , par 
des fubfticutions convenables que x G^it telle ( fi la nature 
du Problême le permet ) , ce qui arrivera , foit qu'on puifle 
groir une variable x toujours plus petite qu'une quantité 
confiante donnée , qu'on a fuppofée égale à Ponité , 9C 
<jui rend homogène la fuite en x , foit qu'on puifle fuppo- 
£cr cette quantité conftante fi grande quon voudra^ en 
ic^teqii'on paiflc regarder x comme très petite :vis»à-vis 
ii\elie : fi cela étoit impofijble , parceqoe x ne ponrroit ja^- 
mais être qai'unc quantité fufceptible d'avoir toutes les va- 
ienrs poifibles ; alors on pourroit rendre la fuite conver- 
gente, tant que jr fera trts petite; faire en(liice une auu> 
trc (bppofîtion pour avoir ç très perifc lorfque x fera 
«grande; une autre pour le cas cm x feràl-pca-près égalb 
au paramètre , & l'on parviendra ainfi au but qu'on fc 
propofe. H 
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Quant aux coefficiens, il faudra chercher une méthode 
convenable dans chaque cas particulier. Lorfqtfil eft poC- 
fible , comme dans le Problême des trois Corps , d'avoir 
par des Obfervations ou d'autres circonfta'nces particuliè- 
res des valeurs particulières àcy pour des valeurs données 
de AT ; on pourra s*cn fervir commodément pour avoir les 
coefficiens de la fuite. Si même on vouloit fe contenter 
de comparer les réfultats de la Théorie avec ceux dos Ob* 
fervations , on le pourroit faire en comparant [es coeffi* 
cicns trouvés dans la fuite ^ par le moyen des Obfcrva-. 
tionsy avec ceux que donne la fubftitution de la fuite dans 
Téquation différentielle. En effet , fî ces coefficiens diffé- 
rent peu , que la fuite foit convergente ou non, il fera tou- 
jours vrai que les Obfervations & la Théorie s'accordent 
enfemble. On pourroit encore réfbudrc ces fortes de Pro* 
blêmes par cette méthode feule , fans employer leurs équa- 
tions différentielles lorfque les fuites feront convergen- 
tes , & par conféquent indépendamment de toute hypo- 
thèfe phyfique. Cette dernière méthode pourroit fervir à 
calculer des Phénomènes dont les loix feroient inconnues-, 
peurvu qu'on fâche de quoi ces loix peuvent dépendre. 
Mais il eft eflentiel d'obferver ici qiVil n*eft vrai, que quei- 
qu'équatfon qtfon ait entre y & jc, on auray=tf-H^^ 
tI-cjc'^tH^jc' .... que dans le cas où on a fait la fub- 
^itution ipdiquée cideffus ; qa'il faut donc qu'il y ait 
une conftante indéterminée g\ & qu'au lieu d'avoir la 
valeur de x par les Obfervations , on a feulement celle 
x-^g\ & qu'ainfi, lorfqu'on veut déterminer les coeffi- 
ciens par les obfervations , il faut mettre i^ovltx cette va- 
leur moins l'indéterminée g. Pourvu qu'on ne donne pas 
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à j^ aile Valeur f)arciculierc , on peut la fuppoler incompa-^ 
rabJcment plus grande ou plus petite qu'aucune autre quan- 
tité , ce qui peut quelquefois ferviravantagcufemcnt à ren- 
dre Ja fuite convergente. 

On fent qu'il fcroit très avantageux d'avoir pourdërer- 
miner les coefficicns par le moyen des Obfervations , une. 
formule indéfinie pour un nombre indéfini de coefEciens 
& d^obfervations. Ce Problême fe réduit à trouver la va- 
leur d'une inconnue donnée par un nombre indéfini 72 d'é- 
quation entre un nombre indéfini « d*jnconnu€s; je tire 
cette méthode du Mémoire que )*ai déjà cité ici. Soient 
^y h^ Cy d ^ e ..... p ces inconnues , & qu'on ait 

atf-hj8^-h>cH-cr^-h«e -\-n p=^A 

ai a-^-^ h-^y c^y d-^-t t -h n>= ^' 

a^a^^'b-^y'^c^rd^^'e ^YCp=^A' 

^'^a^^^b^y'^'c-^rd^rc ^xi'p^A' 



Il eft clair qu*on aura en général 
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& ainfî de fuite, cà en général on peut fuppofer ety â^et^ e^^ * 
&c. égaux à Tunité. On aura donc/adonné par une frac* 
tion , donc le Numérateur 8c le Dénominateur ne difFé-* 
feront qu en ce que Tun fera compofé de A , A\ A^^ -^^V 
&c. , de la même manière que Tautre le fera de n, n', n*', rf\ 
&c. , & on formera cette valeur de p fucccffivemcnt de la 
manière qu'on voit figurée ici j d'où l'on voit que le nom- 

bre des ^ ou -jZTf > lorfque « ,' «',«', &c. feront 

ë^gaux à l'unité , fefâ 4*^' , & qu'ils feront toujours dîftri- 
bués quatre à quatre d'une manière femblable. 

Dans le cas dont il eft particulièrement queftîon ici , 
on a les*, «'»a",a^ &c. égauxàTunité, les/8,/S', 0',p\ 
dCc* égaux aux valeurs de x données par un nombre a d'ob- 
fervations, les y , y,. 7", >", &P. égs^ux aupc valeurs de ** 
données de mêmes , & ainfi de fuite ; les n , n', rf , n'", &c. 
égaux aux valeurs de «" , & enfin les A , ^, -4", A'^ ôcc. 
égaux aux valeurs corrcfpondantcs dey , que donnent les 
mêmes obfervations. 

Je n'en dirai pas davantage, mon but étant de donner 
des principes généraux, fans entrer dans des détails qui 
faciliteroient aux autres des routes que je n'ai point le cou- 
rage de fttiyre. 
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ELLES font les vues que je propofc aux Géomètres 
fur un Problème dont la (olutioh étok (ï importante pour 
le fyftême du monde, & qui a (î bien confirmé ce que Ne v- 
ton avoit déduit du mouvement des Planettes principales. 
Mes équations dans les deux premiers Mémoires , font 
les mêmes que celles que le principe de la moindre aâ:ioni 
donne à M. de la Grange ; & quoique tirées d'un principe 
difFérent j je les ai par la riieme Méthode. Cette façon dé 
fuppofer que la même changeante varie de plufieurs ma- 
nières à la fois j eft la clef d'une infinité de Problêmes ; & 
lorfqu'elle fera mieux connue , on en fentîra encore mieux 
tous les avantages. Mon but n*â point été de réfoudre le 
Problême dont j*ai parlé , maïs d'indiquer la voie qu^ori 
pourrbit fuivre pour le réfoudre généralement, directe- 
ment & exactement. Le Problême des trois Corps a été 
réfolu par trois célèbres Géomètres. Ils ont cherché a en 
tirer une Théorie plus exaâ;e de la Lune & des Cometej^ 
qui put fervir à pcrfe(flionner TAftronomie & la Navigâ* 
tien , & à confirmer les idées de Ne vton fur le fyftême du 
monde. Ils fe font fervis pour cela des Méthodes d*Appro- 
ximation , les feulep qui conviennent à ces fortes de quef- 
tions , fîtôt qu'il s*agit de faire quelqu*applicatîon de la 
Théorie. Je fuppofc en effet que les équations du Pro- 
blème foient intégrées exaélemcnt. S'il s'y trouve quel, 
que foniflion tranîcèndante , ou même qu'en prenant la 
yaleur du temps en l'uoe des coordonnées ^ ou celle d'une 
jdes coordonnée en une autre ^ on ait à refondre une équa^ 
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tion des fécond, croifîeme , qgatiieme d^griés ; on aura 

des radicaux Dû des fonctions tranfcendanteS dans les for- 
mules du Problème. 11 faudra donc y faire encrer des faites 
infinies &avoirencorerecoursaaxMéthodesd*Approxima- 
tîon. Qu'on fe ferve donc de ces Méthodes avant d'inté- 
grer , ou qu'on ne les applique aux équations qu'après l'in- 
tégration ; je n'y vois aucune différence : maïs il y a des 
conditions néceflaires pour toute Méthode d'Approxima- 
tion ^ qu'il n'cft pas toujours aîfô de remplir , lorfqu'on les 
applique aux équations différentielles, x^. Il faut que la 
fuite donnée dans la Méthode d'Approximation^ car 
dans toute Méthode d'Approximation il entre néceflaire- 
ment une fuite infinie; il faut, dis- je, que cette fuite fe 
puifïe continuer à l'infini , fans pouvoir s'arrêter à aucun 
terme & y changer , foie de forme , foit de nature; & que 
plus on prend de termes ou un terme plus éloigné du pre- 
mier j la'fomme de la fuite ou bien de ce terme plus éloi- 
gné , diffère moins ; & il faut non - feulement que 
cela foit \ mais encore que cela foit bien prouvé à priori. 
x^.lJiàcr^\th , foit dé la fommé de la fuite entière , foie 
(îe'fon dernier terme avec Ja V^aip valeur , ou une valent 
fenfiblement égale à là vraie , doit être rigourcufe)nent dé'- 
montrée j & fî les coefBcîens dans les fuites fe déterminent 
par la Méthode des indéterminées j il faut avqii: démon- 
trée priori que la, forme q^u'on lui fuppofe eft pèile qa/ellè 
doit avoir. LaiPif^t^bcTe de;|^^ f'élT)^3n: tXâp^ 

tcment tout cc^qùe je viens de dire : airifi' tout ce ^^^^ 
pourroit faire ne cbnduiroît âù b"t , pi pîus dirédtemenB^^ 
ni plus exâélempt;: icn efFée, fi on dcfîre pKîs d^éxaikj- 
tude , il n^y a qu'à' cbùtîriiJeP^ïûs^lôf ^^ fotièulw? & î 
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faire entrer 1 altération du mouvement que PAûtcar de la 
pièce couronnée en 1761, a appris à calculer. Ce tra- 
vail doit particulièrement regarder les Aftronômes : il 
exige, à la vérité beaucoup de connoi^Tances de calcul , &: 
peut-être plus qu'on n*en peut acquérir ordinairement, fans 
négliger les autres parties de PAftronoinie. Mais il n'cncft 
pas moins vrai que ce que le Géomètre peut faire mainte- 
nant fur ce fujet comme Géomètre , n*clt plus que de pure 
curiofité. 

J*ai cru ce détail néceflaire pour qu*on ne fût pas étonné 
des bornes ou je me fuis renfermé fur le Problême des 
trois Corps. Quant aux travaux néceflàires pour les Pro- 
blêmes plus compliqués y j'avoue franchement que je les 
crois au-defTas de mes forces y &i fur tout de mon coûta- 
^ge ; bien que ^ dans les divers morceaux que la néce/Sté de 
défendre fa fblution a fait publier à M; d'Alembcrt , on 
i^trouve furies Méthodes d'Approximation^ & fui: tout for 
da manière de s'aflurer de leur bonté indépendamment des 
réfultats , i^ombre de chofes qui feroient de la plus grande 
utilité, & qu'une fagacité fingulicre pouvoit feule deviner 
& employer.* ' . 

Le peu que j'ai dit au commencement du troijîcme Mé- 
moire , eft fuffifant pour faire fentlr aux Géomètres de 
quelle Méthode ils pourroient fe fervir pour réfoudre un 
' Problème célèbre dans la folution duquel on n'ayoit , de- 
• puis Defcartes/ fkil que peu de progrès. La Méthode que 
« je propofe eft générale pour un degré quelconque, Si je 
Tai mife au point de ne laidèr plus pour déterminer la for- 
me des racines d'une équation donnée , d autres difficultés 
à téfoudrc que celles quinaitr^c néceUàit^fncQC de la 
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cbnipKcation & de la longueur des calculs. M. JEulcr & fait 
fur* cette, matière quelques réflexions femblablcS) qu'il 
propofe comme dés conjeâures : un jpeu de méditation 
fuffifc pour s'aflùrcr que lés miennes font une fuite nécct 
faire de la nature des équations* Il n*y a rien. de commun 
entre POuvragé de M. Fontaine fur cette matière , &mes 
courtes réflexions. Ce grand Géomètre détermine la forme 
des racines d'une équation en cherchant par compât'aifoA 
entre toutes les formes poflîbles , celles qui peuvent con^ 
venir i une équation propoféc. Il confidere les racines 
comme réelles ou iniaginaires ^ poiitives ou négatives ^ 
compofées de quantités égales ou inégales ^ plus gitandrs 
ou plus petites les unes par'rapport aux autres; mais cela 
ne conduit pas immédiatement à en ayoir la valeur. Comme 
ce travail eûlrrès^intcrcflant, jecroii que les Géomètres 
me pardonneront d*inférer ici quelques réflexions qui ten- 
dent àîdértiôhtrer & à développer 1 -efpfit de la Méthode:, 
que fon célèbre Auteur n'a fait qh'expofer . Je fuppofe qu'oh 
ait devatït lei yeux TOuvrage de M. Fontaine ^ qui fc'trtni- 
vt dans 4e Recueil de fes (Euvres ^ & dans Les Mémcfires de 
l'Académie pour Tannée 1747; & je dis, !•• Que fi j'ai 
lane équation duilégré/^ dont les racines foient mifes /bus 
ks fdfMCS que leur donne M. Fontaine , & que ces racines 
îifc contiennent qu'un nombre g i inftériéur à /de qtianti* 
tés ai^byc .i ...\ j'aurai pour ce cas un ooMbrcy-^giÉlc 

f«ttîjkk>ns àt ni, n^ p égales i zéro; Eni effibe, 

^af la fcéWlpâtr'aîfon dé la propoféc avec le ^oduit de fts 
râciiïcS^ fauraî un nombre/ d'équations pour ito noA* 
fete^dlrtdécevminées. Ces fondions qtfon trou veto dîf- 
lérénifiS pOttt âhaqoe {«ppofitioa difiîreiieei de faéteùt s fe 

trouveront 
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trouveront fous une forme rationclle par les procédés con- 
nus, & les égalant à zéro, on aura àçs conditions pour 
chaque fy ftême de fa(Sleurs; car les-équatîons de châlque fyf- 
' terne prifes toutes enfemble , .auront toujours xlîeu dans 
chaque fyftême, & ne pourront avoir lieu dan^ aructm au- 
'^tre. 2^. Quedj^ai un fy ftême de facteurs qui contienne 

un certain nombre àca ^ b ^ c , j'aurai pjus grande 

ou plus petite que zéro , une fon<îl/ôn qui deviendra'égalp 
à zéro ; lorfque faifant / par exemple , ^===c oii ,^=.0^, 
*ce fyftêmc de faé^eurs deviendra un de ceux donjc je parle 
dans l'article ci-deflTus. Il y aura autant de ces foniStions \ 
<ju*il y aura de fuppofîtions pdffibles pour raméqer lefyif- 
terne de facteurs donné à un autre fyfteme qui contienne 
\irie de moins des quantités f ^ B \^ c .' . • .^ &^ccsïbn£lioM 
feront telles qu'en les fuppolant nulles , oc y faîfaijt les fup- 
|>o(îtions qui lés rendent telles ^elles donnent lés équations 
qu*OQauroit trouvées par Particle précédent. 3^. Queit 
pour un cas particulier d*un ^y^ftême de faveurs ,.une de ces 
fonctions eft plus grande on plus petite que zerorélle fera du 
même figne dans rous les autres cas du même fyftême. En 
cfFet , (î cette fon£kioh èft relié que, faifant'^ = c ou c =0, 

elle devienne. zéro i elle' ferpLy4 • b-r-c o^ A c^.Ox^nxiO 
telle fon£lion. fçra toujours du même- {ïgne,*pui 
^ >c ,.e: >.o , & que A ne peut changer d'eîfîgne. En 
effet , fi A pouvoit chapgerde fîgne \ il pouri:oît devenir 
zéro ; donc k fon(^îon propofée égalée à zéro ne feroit 
plus une, condition di^ fyfteme. djs faftêurs oii elle a lieu ^. 
çç.'quî.ç|^,c-optr'e.j'hypothèire/^ Qu'il. faut diftin^uer 
trois cas oïl ces fortes de fondtiQns ^peyicnt feryiç- de con^ 

I 
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dicionspour diftingucr diiFércnsfyftêmcs de faveurs. D'a- 
bord deux fyftêmes de fadeurs peuvent être rappelles à un 
même fyilême 9 en faifànt B=:c. La fon£bion qui » après 
cette fiippodrion fera égale à zéro , fera dans un cas 

A»B — Cy & dans l'autre A^ e — B -^ cela eft évident 
par la forme des fadeurs de chaque fyftême , & h doit 
être un nombre impair ; fans quoi un fyftême feroit Tau- 
tre, ce qui eft contre Thypothèfe ; donc , la même fondion 
fera pour unTyftêmç de fadeurs > o 8c < o pour rautrc* 
Dans k fécond cas , deux fyftêmes de fadeurs (c peuvent 
rappeller à un même fyftême , ea faifant dans Tun ùzz^c y, 
& dans l'autre c== o : ce cas a lieu pour la comparaifon de 
deux fyftêmes , dont Tua contient plus d'imaginaires que 
Pautres. II faut* donc 'que la fondion qui eft pour Tua 

A*B — c devienne pour Vautre nulle ^ lorfque c=o; 
mais Tun des fyftêmes de fadeurs devient lautre, en y 

mettant ^— -c pour c v"^^ J donc^* B — c doit de- 

à 
Tenir A • cyi; donc A, doit être pair, puifque A eft 
réel ; donc la fondion quiïera < o pour un fyftême , fera 
^ o pour le fyftême correfpohdarit- Dans le troifieme cas, 
iine même fuppofition rappelle deux fyftêmes de fadeurs 
lideu^c differerîs , mais dans lefquels une même fondioa 
eft égale à zéro; & alors, ou elleeft de fignc diflFérent dans 
les deux premiers fyftêmes , ou elle eft de même fîgne, & 
les f o ndions qui font > o ou o dans le cas ok elles 
deviennent nulle* , ne changent pas alors de figne : ce cai 
fc déraontrctà côtofticles précédents. 
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Il n*y A point. .4e fyftême de faveurs pour ut\ àégvi 
<juelconque , dont on ne .puîfle trouver les conditions ca- . 
raiflériftiques par cette méthode; & il ne fera queftion 
que d'avoir pour un degré quelconque , les conditions gé- 
nérales pour chaque fyftême où il n'entre qu'une quanti- 
té a : car quelques foient le nombres des a^b^ c 

dans un fyftême propofé , on tirera ces conditions de celles 
des fyftêmes où ce nombre fera moindre d'une unité , & 
aind de fuite , jufqu^à celles des fyftêmes où il n'y a qu'une 
quantités. 

Lorfque le nombre des a^ t^ c eft plus petit que 

Texpofant du degré de l'équation : alors , fi les a ,^ , c . . . . 
font eux-mêmes les racines d'une autre équation d'un 
degré inférieur, comme cela arrive néceflairement lors- 
qu'il n'y en a que deux , on réfblvera la prôpofée en ré- 
folvant cette nouvelle équation d'un degré inférieur; 8C 
dans tout autre cas, on pourra parvenir à une équationt 
de même degré , mais dont les coefficîens feront les raci- 
nes d'une équation d'un degré , dont lexpofant foit égal 
au nombre de fois que ksa^ B^ c .. . . ., font répétés dans 
les racines. 



^a^ 
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ÉCLAIRCISSEMENT 
Sur U Calcul Intégral. 

\J N grand Géomètre que je cite ici , non pour lui faire 
honneur» mais pour m'honorer moi-même , en apprenant 
au Public qu'il daigne s'occuper de mes Ouvrages & me 
favorifcr même de Tes confeils ; M. de la Grange m'a fait 
obferver qu'il y a des équations difFércntiellcs, dont les 
intégrales ne. (e trouvent point dans les Tables que j'ai 
dopnées pour ces équations , dans la féconde Secflion de 
la première Partie de mon Ouvrage ; d'oh il (uit que ces 
Tables que je donne pour générales , font au moins fujettes 
à une infinité d'e;cceptions. L'importance de la matière 
exige d^e moi; qu'en convenant franchement de mon tort ^ 
jfi cherche à le réparer. Je me propofe de le faire ici; & 
pour cela , je vais expliquer la nature de ces exceptions 
qui décrui(ènt la généralité de mes Tables » &les moyens 
4 y remédier ; j*y joiiîd W quelques Réflexions importan- 
tes fur cette matière qui m'étoicnt échappées : je donnerai 
enfin une méthoJe d'intégrer qui ne fuppofera point la 
conftruftion des Tables. Il me femble qu'il fera aifé de 
conclure de ce que je vais dire , que la défeûuofité de mes 
Tables eft un défaut de la méthode ; défaut qui eft une fuite 
de la nature même du Calctil , en forte qu'il n*y ait aucune 
méthode générale poffiblc de Calcul Intégral qui ne foit 
fujette à des inconvéniens femblables , ou à de plus grands 
encore } que la manière d'y fuppléer que je propofe ici eâ: 
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auflî (impie qu'elle peut l'être par les mêmes raifons. Je crois 
que ceux qui auront lu avec attention toute la première Par- 
tie de mon Ouvrage & ce que j'y vais ajouter ici , ne trou- 
veront pas cette aflertion téméraire , & me difpcnferonc 
d'entrer dans le détail des motifs qui m'engagent à penfer 
ainfi. 

Les Tables que je donne dans l'Article tcoifieme , p. 53^ 
contiennent par ordre les différentes formes d'intégrales 
qui, étant difFérentiées , produifcnt les équations diffë- 
rentielles d'une forme donnée : telle eft te principe fur le- 
quel je les ai conftruites , & elles font générales dans ce fenss 
Maisfi je donne des valeurs particulières aux coefiîciens 
de ces formules que j ai fuppofés généraux , les difi^en^i 
tielles qui en réfultenc peuvent peut-être s*abaifler» fans 
que les intégrales changent de forme; & cela arrivera , 
fbit que les coeiKciens des termes ks plus élevés de ces dif- 
férentielles s'évanouiflcnt , foit que ces différentielles aient 
des fa£keurs. Alors les différentielles d'un degré donné 
pou rroient avoir pour intégrales ou les intégrales générales 
pour ce degré , ou des cas particuliers d'intégrales fupé-^ 
xieures où rabbaiflèmeh tait lieu. Il faut donc pour avoir, 
les intégrales de cette dernière clafle d'équations y former 
une Table qui contienne tous ces cas particuliers. Voilà 
où je m'écois arrêté 9 & ce dont les obfervations de M*, de 
la Grange m'ont fait fentir la néceffité. . 

Quelque parriculiere que feit une fornK d'intégrale, ellol 
eft toujours telle , excepté pour le cas de ax-^fy-^cps^o^ 
que dans l'équation différentielle qui y répond , H puifle y 
avoir cinq coeâicieos indétcrtninés^ paFcc^tt'on n'y ckmr'. 
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ge en aucune façon la forme de Tintégrale ni de la dlffè^ 
rentieJle , en faifanc j: = -^{ -4- jff^ -f- Cp^ 8cy=:Aj'-hS^». 
-^Cp ; mais ils*en faut de beaucoup qu'aucune des for^ 
mesd*intégrales que donnent mes Tables , laiffent indëter^ 
minés tous les coefficiens de la difFérentielle qui y répond. 
Cependant, Téquation difFérentielle où ils font fuppoféi 
quelconques, a une intégrale, comme je Tai démontré 
dans la première Partie , Seâion première. Cette inté- 
grale eft donc pour chaque degré une des formules gêné-* 
raies des dégrés fupérieurs. Il faut que cette forme con- 
tienne au moins autant de coefficients indéterminés , qu'il 
y en a dans Téquation difFérentielle ; il faut encore qu'elle 
fait telle que le cas particulier où i'abaiflement a lieu , ne 
le rappelle pas à une forme d'un degré inférieur , cela fe- 
roit contre l'bypothèfe , & que les conditions de cet abaiA 
fement laiflent un nombre de coefficiens indéterminés, 
égal à celui des coefficiens de la difFérentielle. La Table 
d^s cas où cet abaiflement a lieu, donnera les intégrales' 
qui fatisfont i ces conditions pour chaque degré ; ôc. 
CCS intégrales ne feront pas fort élevées , par rapport 
aux dégrés auxquels elles appartiendront; parceque plus' 
on les fuppofcra élevées , plus le nombre des équations 
entre les coefficiens , furpaffèra celui des coefficiens qu'on 
ai déterminer , en fuppofant que ceux de la difFérentielle 
font quelconques. Cette forme générale étant trouvée, 
il y aura des cas particuliers qui lui échapperont ; les uns 
appattiendronit à ^des formes moins compliquées 9 on les' 
aura par ce que j'fii dit ; d'autres appartiendront à des for-.' 
m»pliiscompli<)4iées^!co parlerai ci^deÛibus; d'autres enfin 
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n'appartiendront à aucune forme , & ce font ceux où la 
iiiflPérentielle auroit un fadeur ; car dans ce cas , fi ce faç. 
tcor n'cft pas un de ceux par lefquels on peut avoir bcfom 
de multiplier l'équation difFërentiellc , pour qu clic fou U 
difFérentielle exade de fon intégrale , il n'y a aucune équa- 
tion intégrale qui puiffe produire l'équation différentielle , 
mife fous cette forme. Ileftdoncindifpenfable , avant que 
de chercher à intégrer par le moyen des Tables , de s aliu- 
rer par les méthodes ordinaires , que la propofée n a poiM 
4c fa«acut», & de l'en débarraflTcr fi elle en a, ^ ; 

Ce que je viens de dire des équations à deux variables , 
eft également vrai pour un nombre quelconque de variar 
Wes, en obfervantque le nombre des coefficicns quiref- 
teront toujoutsindécerminés, fera pour un nombre n de 
variables , n • ITTT — i ; & qu'an Jien d'une équation 
difFérentielle où tous (es cocfficiens fotent indéterminés, 
on aura à traiter une équation où ils ne feront liés entr'eu* 
que parles conditions nécefîaires pour que ces équation» 

foient poffiblcs. 

. J'ai déjà dit que Tabaiffement des éqtrations difFeren- 
tielles avoir lieu de deux manières. La première , lorfquc 
les cocfficiens des puifTances des variables fe trouvent nul» 
dans un ou plofieurs des rangs fupérienrs de l'équation dif- 
férentielle. Soit, par exemple, 

' ^y* ^ tpy ^ ^p>- , dx-\- l/x^-t^ S^'px -4- vp"- • dy = o. 
ilntégrale de cette équation eft par les méthodes ordi- 
r . ' . 1 î±f j_ JL , \t±£, -t- iV=o,tf &^itaDt le» 
latines de l'équation lixi^-^- S^'px-^vf'^o'yix. a Ui> 
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les racines de l'équation vy^ -4- tpy -j- fo*- = ©. Cet 
exemple m»a été propofé par M. de la Grange. Mainte, 
nant , je dis que cette équation intégrale appartient aut 
'formes pour le troifîeme degré ; en effet , fi on différcnric 
une intégrale femblable , en donnant une forme géné- 
rale aux fondions qui y entrent , on aura une différentielle 
de ce degré : mais qu'ici elle efl du fécond , parceque ces 
fondions font telles que les coefficiens de tous les termes 
■q^i montcroicnt au troifîeme degré font égaux i zéro i Ift 
même chofe aura lieu pour-tout autre exemple. Mais com- 
«ment cela arrive-t-il > c'efl que plufîeurs des fondions qui 
entrent dans les formes d'intégrales, ont égaux , entr'eux; 
les coefficiens des rangs fupérieurs des puifTances de xtny 
qui yentrent, ce qui fait que les termes fupérieurs qu'il* 
*«)-oient produits dans l'équation diîîSrentielle , peuvcjut 
difparcrftre tous entiers. Pour former donc une Table dç 
cous ces cas , je fuppoferai dans chacune des formules, 
des Tables conf}:ruites, comme je l'ai indiqué ci>de(rus, 
que les coefficiens de plufîeurs rangs fupérieurs font égaux 
. jcbacun à chacun daiis deux ou pilufieurs des fondions 
qui y entrent * &cçla , félon toutes les combinaifonspoA 
fibles; je remarquerai celles de ces fuppofitions qui peu- 
ventfaire évanouir un ou plufîeurs rangs fupérieurs dansleS 
différentielles , fans que les intégrale^changençde forme; 
je les ordonnerai enfuite, comme j'ai ordonné les-fbrnHiks 
dé mes Tables. Cet abaidfèment né va pas à l'infïni , 'en. 
ne fuppofant nïême dans une intégrale que deux fondions 
cflènciellement différcotçsj en forte que toutes lé^ »ytrcs 
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ne djfFerent de l*une ou de Tautre que par le dernier ternie ^ 
ce qui eft la fuppofîcion la plus (impie , on verra naître des 
difFërentielles de tous les dégrés. J'ajouterai ces Tables , 
ainfi conflruites; à celles que j'avois déjà , & j'aurai de 
nouvelles Tables qui contiendront pour chaque degré d'é- 
quations différentielles » tant les formes générales qui y 
répondent , que les formes qui réfultent des cas particu^ 
liers où d'autres formes plus élevées s'abaifTent à ce degré 
par Tévanouiffèmentde leurs rangs fupérieurs. 

La féconde efpecc d'abaiflemcnt a lieu , lorfque dans 
un cas particulier une forme générale eft telle, que l'équa- 
tion difFérentielle qui y répond , puiffe avoir un fadeur 
d'un ou plufîeurs dégrés. Soit y par exemple , l'équation 

Son intégrale eft en général 

\ia — i»j(?-V-j^ — tf •«*-+- 4 c — ^•JcJ-f-&c. 
— 1 -V-:x?-|-a«^-V-ia?5-V-&c.y — 



1 1 — x-^-ax^ — bx^-^y — xa — i • xH-3^ — a» jc* 
faifanta = il^,*===ll^a,c = iliEL^,& 

I — X» ' 1 l/I * j ^^ 

ainfi de fuite. Cette intégrale eft finie toutes les fois que n 
eft un nombre entier pofitif ; donc dans tous ces cas , cette 
intégrale eft fous cette forme intégrale de Téquatioa 
propofée. Plus n eft grand , plus ces formes deviennent 
élevées; 6c n pouvant être fuppofé auffi grand que l'oa 

K 
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veut , fans que lequation difFérenticllc change de forme, 
pour cela, il cft clair que cet abaiflcment peut s^écen- 
drc à Tinfini. Cet exemple m'a encore ctc propofé par 
M. de la Grange. Voyci^ Jur C Intégration de t Equation 

y^y^ — X — my • dx-^ xdy = o , /tf troifieme Volume 
des Mémoires de la Société de Turin. On peut faire fur 
ce cas les mêmes réflexions que fur celui que je viens àt 
traiter, on verra, en eflfct, que fî je rends générale Ja forme 
de Tintégrale pour chaque valeur de /i, & que je la diflTé- 
rcntîe, j'aurai des différentielles de différens dégrés, mais 
que toutes fe rapporteront au troifieme dans ce cas parti- 
culier , parcequ'elles auront des faéieurs plus ou moins 
élevés ; en forte que Téquation fous la forme oii elle fc 
préfente, n*eft que la vraie équation différentielle, pro- 
duite par chaque forme & diviCéc par un fa£teur qu'eJle fc 
trouve avoir accidentellement. 

Maintenant pour drefîcr une Table de tous ces cas , il 
faut , fans chaque forme d'intégrale des précédentes , cher- 
cher les conditions des toefficicns, pour que la différen- 
tielle air un fafteur d'un degré plus on moins élevé, pb- 
fervcr les cas où ces conditions ne changent pas l'intégrale 
de forme,ôC en former une Table, Il faut remarquer rtiain- 
renant, i ^. qu'en CQnftruîfant cette Table, on parviendra 
à trouver pour chaque degré d'équations différentielles , 
leur forme intégrale générale & indépendante de toute 
condition entre les coefficîens dont j*âi parlé ci- deffus» 
i^. Que cette Table ne contiendra par elle-même qu'un 
nombre fini de formespour le cas ou la formule d'intégrale 
cft algébrique ; mais que pour les autres cas , elle en peut 
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contenir une infinité. Ceci fcroît un bien grand inconvé- 
nient y & rendroit même prefquc inutile tout l'appareil de 
la méthode , s'il n'y avoit pas moyen d'y remédier ; mais 
d'abord il fera aifé de former une fuite des différentes for- 
mes d'intégrales pour difFérens dégrés , qui , lorfque leurs 
coefEciens ont certaines conditions , s'abaident à un même 
degré , & on pourra chercher par les méthodes connues 
Je terme général de cette fuite , & la forme générale de 
ces conditions. D'ailleurs, i ^. le terme algébrique de cha- 
que formule intégrale fera toujours 

^-^-^j + ^y + ^P + ^^+Z^ — — • • 

P P P . P -^ P 

CCS fuites étant toujours finies. 2^, La fonélîon tranfcen- 
dante fera la fomme de logarithmes de fuites femblables ; 
mais fuppofant ces fuites les plus fimples qu'il cft poflîble \ 
& le terme algébrique conftant , il eft clair que plus on 
prendra de ces logarithmes , plus le degré de l'équation 
différentielle qui répond à la forme intégrale fera élevé, 
quelque fuppofition que l'on fafle ; donc le nombre n'en 
pourra être indéfini pour un degré donné ; donc le nom- 
bre des fonctions logarithmiques plus élevées, ne le fera 
pas non plus. Cela pofé , on aura pour chaque degré un 
nombre fini de formes générales & indéfinies : on fuppo- 
fera l'équation propofée, multipliée auffi par une fuite 
indéfinie : on la comparera avec l'équation différentielle 
que produit la forme générale ^ & on déterminera , par 
cette comparaifon , tous les cas ou une certaine valeur docfr^ 
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née aux coefficicns de la différentielle & de Tîntégralc , 
arrête ces fuites à un nombre fini quelconque de termes, 
& produit l'abaiffement cherché. * 

Ce que je viens de dire s applique également, avec les; 
réflexions convenables , aux cas oîi il y a un plus grand 
nombre de variables , où les différences montent à un dé- 
gré plus élevé , & même aux équations différentielles d'or- 
dres plus élevés. On fent , combien des Tables conftruites 
félon CCS principes, feroient utiles aux Géomètres; puiC- 
qu'aucune ét^uation différentielle n'y échappant , tout 
Problême , dont l'équation différentielle fe trouveroit 
d'une des formes comprifes dans les Tables, feroit dèslors 
réfolu. Mais ces Tables s'arrêtent néceffaireroent à un 
point quelconque ; il faut donc donner une Méthode , d'y 
îuppléer dans ces cas , qui puiÏÏc dès-lors fervir à fc pafler 
de CCS Tables, tant qu'elles rcftcrontà conftruîrc. Soit, 
pour cela Adx -^ Bdy^=o une équation différentielle 
fans radicaux , il fuit dç mes principes que , fi je la mul- 

tf^r^ — + r-^4-^^-f-'?-r-H/^ • • • • 
tipliepar 2 1 L 1 L , ces fuîtes 

p p f p p 
s'arrêtant toujours à un nombre fini de termes, elle de- 
viendra une différentielle exaâ:e : on fait qu'elle eft pour 
ce cas l'équation de condition. On fuppofera qu'elle aie 
lieu p & cette fuppofîtion donnera les valeurs des coeffi- 
cicns des deux fuites , & le point oii elles doivent s*arrêter. 
Cette opération faite 9 on n'aura plus à intégrer qu'une dif- 
férentielle çxade. Or ^ ces fortes d'équations n'étant point 
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fufccptîbles du fécond abaiflement , on faîc de quelles 
formes Pîntégrakeft fufceptibic & où elle s'arrête. 

Si A &c B concenoient unet)u plufîeurs fondlions affec- 
tées de radicaux , il faudrait que dans les deux fuites 
ci-defliis , ces fonctions fu{îentfen)blablementaux.r bcy. 
L'intégrale n'en peut point contenir d'autres , cette remar- 
que eft très importante pour les quadratures. Voye:^le 
Mémoire précédent. Il en feroit de même Ci j4 &c B conte- 
noienc des fondions tranfcendantes ; cela s'applique auflî 
aux équations poflibles à trois , quatre variables, &c. Si 
j*ai jid'^x -f- Bd^y H- C = o , en forte que A^ B ^ C 
foient des fonélions algébriques àtx ^ y ^ dx ^ dy ^ i\ eft 
clair que cette équation ,.fî elle eft poflîble, deviendra 
une différentielle exadle , en fe multipliant par une fuite 
femblable à celle ci-defïîis j en regardant </ a? & dy comme 
deux nouvelleis variables qui doivent y être homogènes 
cntr'elles ; mais on a les équations de condition pour ce 
cas , & elles fcrvîront à trouver les coefKciens de cette fui- 
te & le point où elle finir. Cette fuite trouvée , la Remar- 
que II du IV Problême , donnera le moyen de traiter 
cette équation du fécond ordre , comme une du premier. 
Quelle que foîtla forme d*intégrale , dont foit fufceptible 
une différentielle du fécond ordre, il eft clair qu'on peut 
trouver en la multipliant par une fonâion algébrique , 8c 
intégrant enfuite , chacune des deux différentes équations 
du premier ordre qui y répondent , & donc M. Fontaine a 
le premier connu l'cxiftence , la fuite fera donc fufcepti- 
ble d'avoir deux valeurs^ mais comme il peut arriver que 
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l'intégrale d'une des deux difFércntieUes exactes qui y ré- 
pondent , ne foit pas fous une forme à y appliquer la Mé- 
thode pour avoir Péquatioirtnie; s^il arrive qu'on choififlè 
celle-là , on n'aura pas travaillé en pure perte pour cela ^ 
parceque trouvant l'autre équation du premier ordre , fa 
comparaifon avec la première, donnera l'intégrale finie 
par deux intégrations fucccflîves aux difFérenccs premiè- 
res, de même que fi on avoit choifî celle k J'intégrar 
tion , de laquelle on peut appliquer la Méthode ci-de(Iu5# 
Ce que je viens de dire du fécond ordre eft également vrai 
du rroifieme , du quatrième , &c. j en forte que de quel- 
qu'ordre que foit une équation difFérentielle , on n'aura 
jamais à intégrer , en effet , que des équations du premier 
ordre, dont l'intégrale fe trouvera fans difficulté d'après 
ce que je viens d'établir. 

On fent maintenant que pour ne laifler plus rien â defî^ 
rer fur le Calcul Intégral , il ne me refte plus qu'à donner 
un moyen d'intégrer les difFcrentielles exaâes , afFe<Eïées de 
radicaux, c'eft-à-dire , de les rappeller aux difFérenticUcs 
rationnelles : foit une équation du premier ordre qui con- 
tienne un.radical d'une fondlion deA? & dejK, jcrappellej ; 
& alors la fonâ:ion difFérentielle fera une difFérentielle 
exadte d'une fondion de x , y , j ; ou pour di , on aura mis 
fa valeur toujours rationelle , & of >J, î, Jx, dy. Cela pofé, 
je dis , i^. que l'intégrale dç cette fonftîon ne pourra pas 
être plus élevée que celle de la plus haute fonction ratio- 
nellc^qu'on peut avoir en mettant à la place de dx fa valeur 
eu ^ &</{,& à la place de dy fa valeur en dxhL d\\ 
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1®. que foie AJi -^-Edy la propofée ,& di = Adx-\-B'dy. 
La formule 

a + ^.r + cy H-«/f • • . . ^- i_ >i a + ^y-f- gy + <^I • • • • ^' J -. 

^_g+ ^.y-t-^f • • • ^/^j, Joie être une difFé- 

rentîclle exacte d'une fonction de x^jr^^. Cela fcrvira à 
déterminer les coefEciens de la fiijce qui fera toujours finie, 
& on n*aura plus alors k intégrer qu'une fonction ration- 
nelle. Cette méthode eft , comme on voit , générale pour 
un nombre quelconque de radicaux. 

Les équations aux difFérentielles partielles font trop 
importantes pour que je puîflTe me refufer à joindre ici le 
moyen d'y appliquer la Méthode précédente. Soit donc 
une de ces équations du premier ordre entre j , x Scy , 
je dis que fi elle admet une folution complette, & qu'elle 
pe foitpas rédudible à une équation ordinaire du mémo 
ordre , elle fera fufceptiblc de la forme. 

Mdx + Ndy^Pd^ ^^^ ^^^,-0- 

dx 

Comparant terme à terme , avec la propofée , on déter- 
minera deux des A ^ B ^ C , en M, N^ F ^ 8c on aura 
une équation entre M, N, P, ou réciproquement , &< 
on déterminera le refte d'après ce que tous ces termes doi- 
vent être de la forme ^"É^ 5"^,^V''' 
& que Adx -hBd<y-i-Cd^,Mdx-+- Ndy -+- C^? doi- 
vent être des difFérentielles exactes j & alors l'intégrale fera 
^Âdx^ Bdy'^di-\-F'jMdx-{-iidy'\-Fdi = o 
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ou bien que AJx -H Bdy + Cdl -t-Q • Mdx -\-Ndy'\'Pd[ 
foie une difFérentîelle cxa£te , Q pouvant contenir une 
tranfcendante ; & alors Tintégralc de cette formule fera 
Tintégrale cherchée. Ce dernier cas ne peut fe diftinguer à 
priori du premier , parcequ'il fe peut rappcller à une équa-* 
tjon du fécond ordre fans différences partielles. Le Pro- 
blême fe fimplifieroit beaucoup , fi on favoit qu'on put 
faire jP= o ; & les cas oii cela eft permis , peuvent auflî fc 
déterminer à priori. 

Cette Méthode s*étend aux cas plus compliqués. Pa- 
vertîrai ici en paflant , que dans la formule F <b xy [ 
-t- F^ *' xy :f de la page 89 , & dans les formules fembla- 
blcs , que <b peut contenir /', pourvu que F' ne fe trouve 
point dans dF^ & que cette fuppofîtion n'y întroduifc 
point de nouvelle tranfcendante. 

On pourroit auflî employer pour ces Cottes d'équations, 
la Méthode fuivante , qui , fans être générale , eft a(Iè% 
étendue ; foit une équation aux différences partielles en 
l^x $cy. Je cherche à l'intégrer , en regardant x fcul 

comme variable, & les^, &c. comme des fondions de 

«y 

^; fi j'y parviens en général, & qu'il me foit poflîbic 

d'éliminer les ^ à l'aide d'une équation entre? &^, on 

a à tirer de l'intégrale générale une valeur fans dx ; il ne 
fera plus difficile de réfoudre la propofée par les Métho- 
des ordinaires de Calcul Intégral. Tous les cas réfolus 
par M. de la Grange , font compris dans cette Méthode. 

La Méthode du Problême III de la féconde Partie da 
Calcul intégral » n*eft ni adez direâe » ni allez fîmple , Se 

manque 
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manque de cette analogie qui plaît tant. Voici des moyens 
d*y fupplëer^ D*abord , fuppofant que dans les équations 
.de conditions que donne le Problême II > pour le cas du 
Problême III, on ait regardé comme nuls les termes multi- 
pliés par r+r'+ v • . =oj^y^v'-^v"^ . =o,&c. 

on fubftituera dans ces équations les valeurs des plus hau- 
tes différences , tirées de la propofée & de fes différen- 
ces^ & lorfque la propofée fera poffible , toutes les équa- 
tiotis précédentes fe réduirocic à une. Eofecond lieu , tes 
mêmes équations étant trouvées par le Problême III, il ne 
fera pas difficile d^en tirer une fuite infinie d'équations (em- 
blables , dont la loi fera donnée , & qui contiendront éga- 
lement toutes les différences partielles de A-krA'-k-A''^ • • • 
toujours au premier degré , je les regarderai chacune 
comme une variable particulière , & j*aurai les équa- 
tions de condition convenable par la formule en fuite, 
qui fe trouve à la fuite du troifîeme Mémoire. 

La complication de ces équations efl une cpnféqucnce né- 
ceffaife de la fuppofition qui a été faite' pour repréfentèr 
les diffençes finies j fous la forme générale d'une fuite in- 
finie ; mais on peut s'en pafler ^ & avoir des équations de 
condition plus (impies, i^. Soit ^= J'B , dV:= d^ ^B^ 

,V- -Tt-^^^^Tt ^— rt- un terme qu'il faut clîerçher,cc 

tei^meeft égal à ce que devient J'B , en ne regardant com- 
me variables^ que Icsp que la diffërentiation. fait naître. 
Or , il efl clair qu'appellant B^ ce que devient B^ en faifant 

L 



- ^■^ i ' » i^ .^ . ^ .-1^ Digitized by GoOglC 



** .Eclaircissement 

X=:X^ J'X OU X-^p^ pz=:p^- ^p OU ^ • • • • & cJc 

même pour les autres variables , ce terme fera la difFércn- 
tielle de B\ en ne regardant comme variable que x-hp^ 

fubftîtué à la place x , ce terme fera donc -^ ; donc (î 
la fondion eft du premier ordre , d • -j- fe réduifant à 

dV ^ dB dV dB' .^ s dV 

ce terme, on aura - = J>. —, - = _; d'où ^^ — 
S" • j-=zo pour équation de condition ; on en aura une 

fcmblable pour chaque variable. Il eft aifé de voir que 
cette Méthode s'étend à un ordre quelconque, i^. On 
pourroît employer auffila Méthode d'intégrer par parties 
qu'emploie M. de la Grange ; car intégrant ainfi 2 ^f^ les 
termes quireftent fous le figne afiFedlés de la caraâ;ériftî- 
que d^ doivent être nuls. 3^. Soit-Fune fonétion finie ^ F 
fa féconde valeur , i^^la valeur inférieure j la différence eft 
F — /" : y mettant à la place àç,x^x — «T jc , & ainfî pour 
chaque variable j cette différence deviendra jF — -F^;mais 
fi on met à U place de cTa?, — ^x , & de même pour les au- 
tres variables y on aura F^ — F\ donc faifant^fucceflîve- 
mcnt ces deux fuppofitions , lorfque la çropofée eft une 
difFérence exaAe , on doit ayoir des quantités de fignes 
diiÇî^ensi Cda s'applique aux ordres plus ; élevés /ww/^/^ 
mutandis. Les équations de condition .pour la pafltbilité 
des équations fe tirent immédiatement des deux premières 
Méthodes qui conduifent aux mêmes formules,8c fontfuf- 
xeptibles des mêmes excentionsque les Méthodes abfolu* 
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ment femblables , que j'ai données ci-devant pour les dif- 
férences ordinaires. Ces fortes d'équations de condition , 
peuvent auffi fe tirer de la dernière Méthode. 

Lorfqu'on a une équation aux différences finies d'une 

/orme finie ^ les tranfcendantes de l'intégrale, s*y trouve^ 

ront; ainfîdansce cas, il fera toujours facile d'intégrer 

les équations aux différences infiniment petites où elles fc 

,réduifcnt. 



FIN. 
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ERRATA, 

1 AGI IX , ligne i6 , y'^x'\ mettez y" ^ x"* 

Page lé, ligne kl, ^r+^Q, mettez JJ^ H- ^Q'; UàZ-^iR^ mette» 

dZ'-^dR'. Ligue 14 , d r% mettez d r\ Ligne i j , i/ Z'' , mettez d Z*. 
Page 18 , ligne < , «2 t un feulement dtsfa&eurs du dénominateur ^ aa liea de/ 'V 

mette*/'. 
î*agc JO , ligne 5 , à compter ^ar le bas , la taleur de a , lifcz la valeur de n. 

Page î* > ^^^' • > ^gale ^ ^'/^ ^g*'- Ligne antép^nulcieme i — pv -|-/> — i • ^, 
mettez i — p • «^ -f-p — i • a''. 

Page 54 , ligne 11 , la fomme , Ife^ le produit des puifTances. 

Page j j , /ijrne 7 > ne pouvant , /i/c|; he peuvent. Ligne 10 , dans , life^ par. 

Page 56 , //^/itf 16 , otei en. 

Page 63 , ligne ii , avant le fécond alinéa, ajoute\^ il ne fera peut être pas hors 
de propos d'obferver ici , que depuis l'impiefTion de cette Conclufion , de oou« 
vellcs Réflexions m*ont conduit à trouver de nouvelles preuves direâes & ana- 
liiiques de mon fentimeot fur la Méthode de M. d'Alcmbert : elles me pa- 
roiffentéiablir démondrativement , que cette Mé:hode ed fuffifan te pour ré- 
foudre le Problème des trois Corps pat Approximation , fous quelque forme 
qu'il fe préfente. 

Page 6é y ligne i^ , "^o, mette^ >- •• Ligne antépénultième » ou o, mitte^ 
ou -^ o. 

Page 71 , ligne antipénultieme , après Tinfini» ajoute^ car. 

Page 7 j ligne 18 , -f-y > mettei -H &c. y y au bout de la mime ligne , ajûutei 
+ &c. Ligne antipénultieme , forme intégrale » lifi^ forme l'intégrale. 

P^g^ 74 • ligf^^ 8 , on verra , life{^ on voie. Ligne 1 8 , fans chaque forme d*ia«> 
tégrale des précédentes , life^ fous chaque forme d'intégrale des Tables précé- 
dente s. 

Page 77 » ligne y , fiiffcnt , life{ entraffent. • 

Page 79, ligne i , ^^i, mettez Adx, Ligne ii , bx' + cy' + di\ mcttcx 
yx^c'y^dfi. 

Page 80 , ligne 4 , ote^ ne. Ligne 11 6> x 5 , on a à tirer , lifei on à to tirer, 

FIN de l'Errata. 
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